Technology
Arts Sciences

TH Kodln

Mathematik 2

Sommersemester 2018

Prof. Dr. Heiko Knospe
Technische Hochschule Koln
Fakultat fir Informations-, Medien- und Elektrotechnik
Institut fir Nachrichtentechnik

17.3.2018






3 INHALTSVERZEICHNIS
Inhaltsverzeichnis
1 Komplexe Zahlen 5
1.1 Definition und Rechenregeln . . . . . . . .. ... ... ... ... )
1.2 Komplexe Funktionen und die Eulersche Formel . . . . . . . . .. 12
1.3 Komplexe Potenzen und Wurzeln . . . . .. ... ... ... ... 14
1.4 Komplexe Darstellung von Schwingungen . . . . . . . .. .. . .. 16
2 Integralrechnung 19
2.1 Das Riemann-Integral . . . . . . ... ... ... ... ... 19
2.2 Das unbestimmte Integral und der Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung . . . . . . ... ... ... ... 31
2.3 Grundintegrale . . . .. ... oo 35
2.4 Partielle Integration . . . . .. ... o0 36
2.5 Substitutionsregel . . . . . ..o 38
2.6 Partialbruchzerlegung . . . . . . . ... ..o 42
2.7 Uneigentliche Integrale . . . . . . ... ... ... ... .. .... 45
2.8 Fourier-Reihen . . . . . . . . ... .. L 48
3 Gewohnliche Differentialgleichungen 51
3.1 Differentialgleichungen erster Ordnung . . . . . . . .. ... ... 51
3.2 DGL erster Ordnung mit trennbaren Variablen . . . . . . . . . .. 52
3.3 Lineare DGL erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten 52
3.4 Lineare DGL zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten 55
4 Lineare Abbildungen und Matrizen 61
4.1 Vektorraume und Untervektorraume . . . . . . . .. .. ... .. 61
4.2 Lineare Abbildungen . . . . . . . ... ... ... ... 63
4.3 Lineare Unabhangigkeit, Dimension und Rang . . . . . . . . . .. 69
4.4 Determinante . . . . . . . ... 75
4.5 Orthogonale Abbildungen und Matrizen . . . .. ... ... ... 78
4.6 Eigenwerte und Eigenvektoren . . . . . . . ... ... 80
4.7 Koordinaten und Basiswechsel . . . . . . .. ... 0000 85
4.8 Homogene Koordinaten . . . . . . . .. ... .. ... ... .... 93
5 Funktionen von mehreren Variablen 97
5.1 Einfihrung . . . . .. .. . . 97
5.2  Grenzwert und Stetigkeit . . . . .. ... 0oL 98
5.3 Partielle Ableitungen und Gradient . . . . . . ... ... .. ... 101
5.4 Extremwerte . . . . . . ... 107
5.5 Totales Differential . . . . . . . ... ... oL 110
5.6 Fehlerfortpflanzung . . . . . . . .. ..o 111
5.7 TImplizite Funktionen . . . . . . . . . ... .. ... ... 113
5.8 Mehrdimensionale Integration . . . . . . ... ... ... ... .. 115



4 INHALTSVERZEICHNIS

Literatur 119



5 1 KOMPLEXE ZAHLEN

1 Komplexe Zahlen

1.1 Definition und Rechenregeln

Uber den reellen Zahlen koénnen Gleichungen wie 22 = —1 nicht gelést werden,

da keine Quadratwurzeln aus negativen Zahlen existieren. Deshalb erweitert man
den Zahlbereich auf die sogenannten komplexen Zahlen, die wir spater als Aus-
driicke der Form x 4+ yv/—1 = = + yj mit x,y € R darstellen werden.

Definition 1.1.1 Auf dem R? definieren wir

(a) die Addition durch (z1,11) + (22,Y2) = (21 + T2, y1 + y2)
(entspricht der Addition im Vektorraum R?)

(b) die Multiplikation (1’173/1) : <x27 yz) = (1’1372 — Y1Y2, T1Y2 + wzyl)

(neu)

Die Menge R? mit diesen beiden Operationen wird als Menge C der komple-
xzen Zahlen oder als Gaufische Zahlenebene bezeichnet. Die Elemente der Form
(x,0), d.h. die Elemente der x- oder reellen Achse, kénnen mit den reellen Zahlen
identifiziert werden und man schreibt dann x statt (z,0). Die Elemente der Form
(0,y), d.h. die Elemente der y- oder imagindren Achse, heiffen rein imagindr.
(0,1) wird auch mit j bezeichnet und heifst die imaginére Einheit.

A

Im
y p===-- xtyj

>

Re

X

Abbildung 1: Komplexe Zahl (x,y) = x + yj in der Gauflschen Zahlenebene

Der Begriff ”imaginar” lasst erkennen, dass die Verwendung solcher Zahlen
(wie zuvor auch der irrationalen und sogar der negativen Zahlen) nicht selbst-
verstandlich war. Die Existenz ist aber durch eine eindeutige Definition gesichert
und die Verwendung hat sich in vielen Féllen als vorteilhaft erwiesen. In der Ma-
thematik und Physik wird die imaginare Einheit iibrigens meistens mit ¢ bezeich-
net, wahrend in den Ingenieurwissenschaften j iiblich ist, um Verwechslungen mit
der Stromstarke zu vermeiden.

Komplexe Zahlen (z,y) kann man als Ortsvektor oder Zeiger vom Nullpunkt
zum Punkt (x,y) darstellen. Der Zeiger kann zeitabhingig sein, z.B. um eine
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komplexe zeitabhéngige Spannung darzustellen.

U(t0)

U(tl)

Re

Abbildung 2: Zeiger in der Gaufischen Zahlenebene C

Fir z,y € R gilt

r+yj= (ZE,O)—l—(y,O)(O,l) = (Z‘,O)—I—(O,y) = (ZL’,y)

so dass komplexe Zahlen immer in der kartesischen Form (Normalform) z = x+yj
geschrieben werden konnen. z und y sind die kartesischen Koordinaten von z.
Dabei heifit x der Realteil Re (z) und y Imagindrteil Im (z). Man beachte, dass x
und y reelle Zahlen sind. Ubertrigt man die Additions- und Multiplikationsregeln
auf die Normalform, so gilt:

(1 +y17) + (22 + y2i) = (21 + 22) + (11 +y2)J
(1 +y1d) - (2 + y2) = 2122 — Y1Y2 + (T1y2 + T2v1)J

Fiir die imaginédre Einheit gilt:
j2=7-7=1(0,1)-(0,1) = (=1,0) = =1 + jO = —1

J ist also eine der Wurzeln von —1. Deshalb schreibt man auch 7 = /—1. Mit
komplexen Zahlen kann also auf die gewohnte Weise gerechnet werden, wenn man
j% = —1 beriicksichtigt.

Beispiele: Sei z; = 2+ 37, 20 = —3 + 2j. Dann gilt:
e i+ =02-3)+(3+2))j=-1+5j
o nm = (—a) =243+ (3 (-2)) = 243 + B+ (-2))j =5+

e 212 =(2+35)(=342j) = —6—6+(4—9)j = —12+ (=5)j
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z1+z2

Imz

z2

zl

Rez

Abbildung 3: Addition zweier komplexer Zahlen (vektorielle Addition)

Definition 1.1.2 Ist z € C und z = x + yj, so nennen wir
(a) © = Re(z) € R den Realteil von z
(b) y=1Im(z) € R den Imagindrteil von z

(¢c) Z=x—yj € C die zu z komplex konjugierte Zahl.

Re

Z=X-yj

Abbildung 4: Kompleze Konjugation
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Satz 1.1.3 Seien z, z1, 20 € C, Dann gilt:
(a) 2=z
(b) L(z+7) = Re(2)
(¢) £z =2 =m(2)
(d) 2Z = (Re(2))* + (Im (2))”
() i tn=Z+RZundzZ - =7"%
(f) z=z2<—=z€R

Beweis: Alle Eigenschaften werden elementar nachgerechnet.

Die Eigenschaft d) wird z.B. bei der Berechnung von Quotienten komplexer
Zahlen verwendet: man erweitert mit der komplex konjugierten Zahl des Nenners
und erhalt im Nenner eine reelle Zahl:
ab ab

bbb (Reb)? + (Imb)?
Beispiel:
2435 (2+35)(-3—-254)  —13j
—3+2j  (=3+2j)(=3-2j) 32+22

Satz 1.1.4 Die komplexen Zahlen C gentigen den gleichen Rechenregeln bzgl.
Addition und Multiplikation wie die reellen Zahlen R und bilden ebenso einen
Korper (siehe Mathematik 1).

Beweis: Die meisten Eigenschaften sind leicht nachzurechnen. Nur die Existenz
des inversen Elementes der Multiplikation ist nicht offensichtlich. Fiir z = x+yj €
C, z # 0 rechnet man:

—1 I r—yj T Y

z = = = —
c+yj (r+yj)e—yj) 22+y®2 224y

sj€C

Mit komplexen Zahlen x + yj kann auf die iibliche Weise
gerechnet werden, wenn man j? = —1 verwendet.

Bildquelle Mathe-Fuchs: H.-J. Remde, http://www.remdeundpartner.de
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Definition 1.1.5 Der Betrag |z| einer komplezen Zahl z = x + yj ist definiert
als

|2| = V2Z = \/x? + 2
Beispiel: | — 1+ 2j| = V1422 = /5.

Die Betragsdefinition entspricht der Definition aus der Vektorrechnung ! Der

x

Betrag der komplexen Zahl x+yj € C ist gleich der Norm des Vektors € R2.
Y

Der Betrag ist immer > 0 und nur Null fiir x+yj = 0. Fiir reelle Zahlen z = x+07

entspricht die Betragsdefinition der bereits bekannten Definition.

Die wichtigsten Betragseigenschaften sind:
Satz 1.1.6 Seien z, 21,20 € C. Dann gilt:
(a) 2| =0 2=0
(b) |2l = | = 2| = [7|
(¢c) |z1ze| = |21]] 2]
(d) |21 + 22| < |z1| + |22| (Dreiecksungleichung)

(¢) |2|* = 2z

Bemerkung 1.1.7 Die Dreiecksungleichung (d) ldsst sich so veranschauli-
chen: zy, 2o und z; + 2z sind die Seiten eines Dreiecks in der Gauflschen
Zahlenebene. Die Summe |z1| + |22| der Betrige (Léngen) zweier Dreieckssei-
ten ist stets grofler oder gleich dem Betrag (der Lénge) |z; + 22| der dritten
Seite.

1
Aus (e) folgt, dass — =
z

z z
— = — gilt. Man beachte, dass 2* und |z|* in der
2z |7

Regel nicht iibereinstimmen; 22 ist eine komplexe Zahl und |z|? eine positive
reelle Zahl.

Satz 1.1.8 Die Ldsungsmenge der Betragsgleichung |z — zo| = r mit konstanten

20 € C und r > 0 ergibt geometrisch einen Kreis um zg mit Radius v (siehe
Abbildung 5).

Neben der Darstellung von komplexen Zahlen in der Normalform z = x + yj
ist die Darstellung in Polarform wichtig.
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Abbildung 5: Die Menge der komplexen Zahlen z mit |z — zo| = r ist ein Kreis mit
Radius r um zg € C.

Definition 1.1.9 Die Darstellung einer komplexen Zahl z mit
z =r(cosp + jsinp)

(wobei v > 0 und ¢ € R) heifit Polarform oder trigonometrische Darstellung von
z, v heifst Betrag und ¢ Argument von z (Schreibweise: arg(z)). r und ¢ nennt
man auch Polarkoordinaten von z. Fir ¢ € | — w, 71| erhdlt man den Hauptwert
von 2.

Im

0 )

Re

Abbildung 6: Betrag r und Argument ¢ einer komplexen Zahl z
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Bemerkung 1.1.10 (a) Es gilt

r(cosip + jsin )| = /2 cos2() + r2sin?(p) = Vi? =7
Also ist r in der Tat der Betrag von z.

(b) Der Hauptwert ¢ € | — 7, 7] ist eindeutig (falls z # 0). Ansonsten kann
das Argument ¢ um 2kw (k € Z) verschoben werden, ohne dass sich z
andert.

Satz 1.1.11 Kartesische Koordinaten und Polarkoordinaten konnen wie folgt
umgerechnet werden:

(a) Polarkoordinaten — Kartesische Koordinaten:
(r, ) gegeben. Dann sind die kartesischen Koordinaten
x =rcos(p) und y = rsin(p).

(b) Kartesische Koordinaten — Polarkoordinaten:
(x,y) gegeben. Dann sind die Polarkoordinaten

r = /2% + y? und ¢ laut folgender Tabelle:

T, Y Quadrant | ¢ € | — 7, 7]
x>0,y>0 I @ = arctan(¥)
x<0,y>0 I arctan(¥) +

x<0,y<0 111 arctan(¥) — 7

x>0,y <0 v @ = arctan(¥)

=0,y >0 =73

z=0,y<0 p=-—37

r=0,y=0 © unbestimmt
Beispiele:

(a) 2 = —1+j. Dann gilt: r = v/2 und ¢ = arctan(—1)+7 = 37. Das Argument
@ lasst sich auch direkt angeben, da z auf der Winkelhalbierenden des II.
Quadranten liegt.

(b) z =2 — j. Dann gilt: » = v/5 und nach Tabelle ¢ = arctan(—3), da z im
IV. Quadranten liegt.

(c) z = —2j. Dann gilt: 7 = 2 und ¢ = —7. In diesem Fall ist das Argument ¢
klar, denn z liegt auf der negativen y-Achse.
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Erst die komplexe Zahl als Zeiger in der Ebene darstellen.
Falls der Zeiger auf einer Achse oder einer Winkelhalbie-
renden liegt, lasst sich das Argument ¢ direkt angeben.
Ansonsten ¢ nach Tabelle (arctan-Formel) ausrechnen.

1.2 Komplexe Funktionen und die Eulersche Formel

Viele reelle Funktionen kénnen auf die komplexen Zahlen erweitert werden.

Komplexe Polynome sind Funktionen f : C — C der Form
f(Z) :ao+a1z+a2z2+...+anzn

wobei fiir die Koeffizienten a; € C gilt.

Fiir komplexe Polynome gilt (im Unterschied zu reellen Polynomen) der Funda-
mentalsatz der Algebra:

Satz 1.2.1 Sein > 1. Jedes Polynom n-ten Grades ag+aiz+asz?+- - -~ +a, 2" mit

Ap, .- 01,00 € C und a, # 0 besitzt (mit Vielfachheiten gerechnet) n kompleze
Nullstellen.

Mit anderen Worten: jedes Polynom f vom Grad n lasst sich iiber C in ein
Produkt von n Linearfaktoren zerlegen. Zur Faktorisierung kann man wie folgt
vorgehen: hat man eine beliebige Nullstelle zy von f gefunden, so spaltet man
diese Nullstelle durch Polynomdivision ab und erhalt

f(z) = (z = 20)9(2)

mit einem Polynom ¢g vom Grad n — 1. Dies wiederholt man mit ¢ bis schliellich
f vollstandig faktorisiert ist.

Beispiel: f(z) = 2° — j2% + 2z — 2j. Man rat z.B. die Nullstelle j. Durch Poly-
nomdivision erhalt man:

fl@) = (" +2)(z —j)
22 4+ 2 hat die Nullstellen v/2j und —+/2j. Die Faktorisierung von f ist dann:
f(2) = (2= V2))(z + V2)(z - )

Auflerdem gibt es auch komplexe rationale Funktionen r(z) = z Ez; als Quo-

tient von komplexen Polynomen. Der Definitionsbereich ist C \ L, wobei L die
Menge der komplexen Nullstellen des Nennerpolynoms ist. Man beachte, dass
manche Nullstellen erst iiber den komplexen Zahlen sichtbar werden.

Beispiel: 7(z) = =221, Der Definitionsbereich von 7 ist D, = C\ {0, j, —j}.

234z



13 1 KOMPLEXE ZAHLEN

Eine Verallgemeinerung der komplexen Polynome sind die komplexen Potenz-
reihen ) " a,(z — 2)", wobei a, € C und 2z, € C eine Entwicklungsstelle ist.
Ahnlich wie im Reellen ist aber die Konvergenz zu untersuchen: man kann zeigen,
dass Potenzreihen innerhalb eines Kreises um zy oder auf ganz C konvergieren.

Beispiel: die Potenzreihen (Taylorreihen) fiir die Exponential-, Sinus- und Cosi-
nusfunktion bei zyg = 0 konvergieren auf ganz C, so dass diese Funktionen also
von R auf C fortgesetzt werden konnen.

Wir erinnern uns an die Potenzreihe der Exponentialfunktion (vgl. Mathema-
tik 1) und verwenden nun als Variable z € C anstelle von z € R:

1 1 1
e =14+z24+=-224+=-23+_zt+...

2 3! 4!
Setzt man z = j ein, so folgt:
, 1 1 1
I =14jo——p? —j=* + =" + ...
¢ + e QSO ]3!80 +4!90 +
Fasst man die reellen und imagindren Terme zusammen, so folgt:
, 1 1 1
W =1-zp*+ =" F. ) +jlp—s¢* £...
== g+ et T ) Hile - g )

Der Realteil ist die Taylorentwicklung von cos(p), der Imaginérteil die Entwick-
lung von sin(y). Wir erhalten die Eulersche Formel:

Satz 1.2.2 Sei ¢ € R. Dann gilt:

e’ = cos(ip) + j sin(yp)

Mit Hilfe dieser Formel lassen sich komplexe Zahlen kiinftig auch in der Fx-
ponentialform re’? schreiben. Die Exponentialform liefert also eine kompakte
Beschreibung der Polarform.

Die Eulersche Formel wird haufig verwendet. Am besten
auswendig lernen. Alle Werte von e/¢ liegen auf dem Ein-
heitskreis.

Mit Hilfe der Exponentialform kann auch die Multiplikation und Division
komplexer Zahlen veranschaulicht werden.

Satz 1.2.3 Sei z; = r1e79 und 2o = rye7%2.
Dann gilt:

2129 = (r11p)ef (1t

21 T1 i(p— .
22 T2
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Dies bedeutet: zwei komplexe Zahlen werden multipliziert, indem man die
Betrage multipliziert und die Argumente addiert. Zwei komplexe Zahlen werden
dividiert, indem man die Betrage dividiert und die Argumente subtrahiert.

1.3 Komplexe Potenzen und Wurzeln

Eine weitere Anwendung der Exponentialform ist das komplexe Potenzieren:
Satz 1.3.1 Sei z = re’? und n € N, n > 1. Dann gilt:
S — pei(ng)
Beispiel: Es soll (1 + 7)* berechnet werden. Man formt 1 + j in Polarform um:
1+7= V2 eli

Man erhilt dann: 19

(1+9) = (VD" et

Nun gilt: 1?7” =47 + %’N und daraus folgt:

= 512+ 5125

(1+5)"=2"V2 (—% +j%)

Waurzeln sind Losungen der Gleichung 2" = a:

Definition 1.3.2 Sei a € C. Dann heifit jede komplexe Zahl z, welche die Glei-
chung z" = a erfillt, eine n-te Wurzel von a.

Mit Hilfe der Exponentialform erhélt man leicht eine komplexe n-te Wurzel
von a = re?, wobei ¢ € | — m, 7] :

20 = {L/;ej%

wobei {/r die reelle n-te Wurzel aus der positiven Zahl r ist. Eine Kontrollrech-
nung ergibt:

& = (Y = rei? = a
2o heilt Hauptwert der n-ten Wurzel von a. Es existieren aber n verschiedene
n-te Wurzeln:

Satz 1.3.3 Die Gleichung 2" = a mit a = re?%, a # 0, besitzt folgende n Lésun-
gen:
. 2k
zk:\”/Fej((PJrn ) k=0,1,...,n—1

20y 215 - - -5 Zn—1 Sind also die komplexen n-ten Wurzeln von a.
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Beweis:
P (Q/F)”(ej(ﬁﬂ))" = red P — poiv — ¢ U

Beispiel: Bestimme die komplexen Losungen von z* = 2j, d.h. die komplexen
3-ten Wurzeln aus 2j. Es gilt: 2j = 2¢/2. Dann erhilt man die Losungen

%+2k7‘r

Zk:\3/§6j( 3

mit £ = 0,1, 2. Das ergibt:

e 3 1
2= V265 =2 (\/7_ + §J> (Hauptwert)

5 3 1
21:\3/56356:\3/§<—\/7_+§j>

z2:\3/§ej37ﬂ:—\3/§j O

Abbildung 7: Die komplexen dritten Wurzeln zg, z1 und zo von 2j

Ein wichtiger Spezialfall sind komplexe Quadratwurzeln:

Satz 1.3.4 Seia = re?. Die Losungen der Gleichung 2* = a, d.h. die komplezen
Quadratwurzeln ++/a sind:

20 =T e% und z = —\/r els

Beispiel: die Losungen von 22 = —j = ¢/(72). Die Losungen (Quadratwurzeln
von —j) sind
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Bemerkung: Mit Hilfe der pg-Formel kénnen dann die beiden Nullstellen eines
beliebigen komplexen quadratischen Polynoms z? + pz + ¢ = 0 bestimmt werden:

p p
= _L 4 Y2
20/1 9 (2) q

wobei mit der Quadratwurzel (z.B.) der Hauptwert der Wurzel gemeint ist.

Beispiel: 22 +2jz + (=1 + j) = 0. Dann gilt:

wn=—JEVPE—(=1+j)=—j+—Jj

:_ji(T_TJ) =
zo—g—l—(—l—?)j und
A= 1+

Quadratische Gleichungen iiber C genau wie iiber R mit
Hilfe der pg-Formel losen. Die komplexe Wurzel in der
Formel muss aber (z.B. durch Umrechnen in Polarform)
noch explizit ausgerechnet werden.

1.4 Komplexe Darstellung von Schwingungen
Haufig ist es vorteilhaft, von einer reellen Schwingung
Asin(wt + ¢)
auf die komplexe Darstellung
Aedwtte) — (AejW)ejwt = Ae*t

iiberzugehen. Die komplexen Darstellung liefert einen Zeiger, der um den Null-
punkt der Gaufischen Zahlenebene rotiert (£ Umléufe je Sekunde). A = Ae’¥ €
C heit komplexe Schwingungsamplitude oder komplexer Scheitelwert und be-
schreibt die Anfangslage bei t = 0. Es gilt:

Satz 1.4.1 Der Imagindarteil der komplexen Beschreibung einer Sinusschwingung
(d.h. die y-Koordinate des Zeigers) liefert die reelle Schwingung zurick:

Im (Ael?e?t) = Asin(wt + @)

Eine analoge Aussage gilt natiirlich auch fiir Cosinusschwingungen (der Re-
alteil der komplexen Beschreibung (die z-Koordinate) liefert die reelle Cosinus-
schwingung zuriick).
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Abbildung 8: Zwei Schwingungen und Summenschwingung gleicher Frequenz

Mit dieser Darstellung kann man auf einfache Weise die ﬂberlagerung von
Schwingungen gleicher Frequenz berechnen.

Beispiel: y(t) = 4sin(2t), ya(t) = 3cos(2t — §). Bestimme y(t) + y2(t) (siche
Abbildung 8).

(a) Stelle alle Schwingungen als Sinusschwingungen dar. Man verwendet, dass
cos(r) = sin(x + §) gilt.

y1(t) = 4sin(2t)

ya(t) = 3sin (2t - % + g) — 3sin <2t + %)

(b) Ubergang zur komplexen Form:
Yi(t) = 4e?*

Yy(t) = 3e7H3) = 375 32

(c) Komplexe Addition:
Yi(t) + Ya(t) = (4 + 375 )ed*

Die Addition der komplexen Amplituden 4 und 3e/3 ergibt:

™ ™ 1 V3 11 3
A +3 cos(3)+js1n(3) +3<2—|—j2) 5 T3 3
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Die Umrechnung in Polarkoordinaten ergibt:

|A| = \/5,52 + (1,5v/3)2 ~ 6,08

arg(A) = arctan (%) ~ 0,44

Also gilt (ndherungsweise):

Yi(t) + Ya(t) = 6,08 & M6/ = 6,08 I (2+0,44)

(d) Ricktransformation in die reelle Form:

y1(t) + yo(t) = Im (Y1 (¢) 4+ Ya(t)) = 6,08 sin(2t + 0,44)

Die komplexe Summenamplitude A = 6,08 - /%4 enthilt alle relevanten In-
formationen tiber die Summenschwingung, denn die Frequenz andert sich nicht.
Es geniigt also im Prinzip, die beiden komplexen Schwingungsamplituden (d.h.
die komplexen Zahlen 4 und 3e’3) der Ausgangsschwingungen zu addieren und
das Ergebnis in Exponentialform umzurechnen.
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2 Integralrechnung

2.1 Das Riemann-Integral

Das bestimmte Integral einer Funktion f : [a,b] — R gibt die vorzeichenbehaftete
Fldche an, die der Graph der Funktion mit der x-Achse zwischen den Grenzen a
und b einschlieBt, wobei die Flachenstiicke oberhalb der z-Achse positiv und die
Flachenstiicke unterhalb der x-Achse negativ in das Integral eingehen.

Abbildung 9: Das Integral ist hier die Summe von drei Flichen, die mit positiven
oder negativem Vorzeichen zdihlen.

Besonders einfach sind Integrale konstanter oder lineare Funktionen, die mit
Hilfe von Rechtecks- oder Dreiecksflichen bestimmt werden kénnen (siehe Abbil-
dung 10).

Die Integration hat eine enge Beziehung zur Ableitung und kann als ihre Um-
kehrung angesehen werden. Wenn die Anderungsrate einer Funktion (d.h. ihre
Ableitung) gegeben ist, so liefert die Integration die urspriingliche Funktion.

Beispiele:

(a) Die zeitabhéngige Geschwindigkeit v(t) eines Objektes sei gegeben. Dann
liefert das Integral f:v(t) dt die Weglange, die zwischen den Zeitpunkten
t = a und t = b zuriickgelegt wurde (siehe Abbildung 11).

(b) Das Integral iiber die Leistung P(t) ergibt die in einem Zeitintervall ver-
richtete Arbeit (Energie).
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Abbildung 10: Die Integrale f—21 2 dx =32 =06 (Rechtecksfliche links) und
f31(2x +1) dz = 1(0,5-(—1)) + 3(2,5-5) = 6 (Summe von 2wei orientierten Dreiecks-
flichen mit den Vorzeichen — und + rechts).

a b

Abbildung 11: Das Integral iber die Geschwindigkeitsfunktion v(t) ergibt den zurick-
gelegten Weg s (markierte Flache).
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Abbildung 12: Untersummen und Obersummen fiir f(z) = x® + 1 im Intervall [0,2]
mit 2 Teilintervallen (links) und 10 Teilintervallen (rechts).

(c) Wird ein Kondensator mit dem Strom I(t) geladen, so ist das Integral iiber
I(t) gleich der Ladung und daher proportional zur Spannung am Konden-
sator.

Das Integral entsteht durch Summenbildung. Zur Bestimmung des Riemann-
Integrals einer Funktion f : [a,b] — R unterteilt man [a, b] in "kleine” Teilinter-
valle und ermittelt auf diesen Intervallen jeweils den kleinsten und den grofiten
Funktionswert. Man erhalt je Teilintervall zwei Rechtecksflachen, die ein positi-
ves oder negatives Vorzeichen erhalten, je nachdem ob der Funktionswert > 0
bzw. < 0 ist. Die Summation der vorzeichenbehafteten Flachen mit dem klein-
sten Funktionswert in jedem Teilintervall liefert die Untersumme. Die Summa-
tion der Flachen mit dem grofiten Funktionswert liefert die Obersumme. Der
gesuchte Integralwert liegt zwischen der Untersumme und der Obersumme. Die
Abschatzungen des Integrals mit Hilfe der Untersumme und Obersumme ist umso
genauer je kleiner die Teilintervalle sind (siehe Abbildung 12). Daher ldsst man
die Breite der Teilintervalle nach 0 gehen. Im Grenzwert konvergieren Untersum-
me und Obersumme dann gegen den gesuchten Integralwert, sofern die Funktion
Riemann-integrierbar ist.

Fiir das Integral der Funktion f(z) verwendet man die folgende Bezeichnung:

/f

a und b sind die Integrationsgrenzen, x ist die Integrationsvariable, f(x) der Inte-
grand und dx das Differential. Das Integralzeichen [ ist aus dem Summenzeichen
> entstanden: es werden Produkte von Funktionswerten f(x) und einer infinite-
simalen Intervallbreite dr summiert.

Bevor wir das Integral mit Hilfe von Untersummen und Obersummen genau
definieren konnen, benotigen wir noch die Begriffe Infimum und Supremum. Bei
unstetigen Funktionen kann es vorkommen, dass keine kleinsten (minimalen) oder
grofiten (maximalen) Funktionswerte existieren.
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Definition 2.1.1 Sei X C R.

(a) m € R heifit Infimum von X, falls m eine untere Schranke ist und keine
groflere untere Schranke existiert. Man schreibt dann m = inf(X).

(b) M € R heifit Supremum von X, falls M eine obere Schranke ist und keine
kleinere obere Schranke existiert. Man schreibt dann M = sup(X).

Bemerkung: Beschrankte Mengen besitzen stets ein Infimum und ein Supremum.
Falls eine Menge ein Maximum besitzt, dann ist das Maximum auch Supremum.
Falls eine Menge eine Minimum besitzt, dann ist das Minimum auch Infimum.

Beispiele:

(a) X = ]1,2]. Dann ist inf(X) = 1 und sup(X) = max(X) = 2, aber das
Minimum existiert nicht.

(b) X = {e* | x € R} =]0,00] (Wertebereich der exp-Funktion). Dann gilt:
inf(X) = 0 und das Supremum existiert nicht (da X nach oben unbe-
schrénkt)

Mit Hilfe des Supremums und Infimums kénnen dann Ober- und Untersum-
men definiert werden.

Definition 2.1.2 Seien a,b € R, a < b und f : [a,b] — R eine (nach oben und
unten) beschrdnkte Funktion. Sei Z eine Zerlegung (Unterteilung)

Aa=Tg< T <X3<---<x,=b
und setze
m; = inf{ f(z) | = € [xi_1, z4]} M; =sup{ f(z) | x € [xi—1, 2]}

Dann definiert man die Untersumme
i=1

und die Obersumme

0Z) = Z M;(x; — x;iq) .

Beispiel: Sei f : [0,2] = R, f(z) = e und Z die Zerlegung a = x¢ = 0,
21 =1, 2y = b = 2. Dann ist M; = sup{e ™ | = € [0,1]} = € = 1 und
M, = sup{e ™ | z € [1,2]} = e, Also gilt O(Z) = 1 + e~ ! (siche Abbildung
13).
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Abbildung 13: Obersumme von f(z) = e mit der Zerlegung zop = 0, 1 = 1,
ro = 2.

Definition 2.1.3 Seiena,b € R, a < b und f : [a,b] — R eine beschrinkte Funk-
tion. f heifft Riemann-integrierbar (oder kurz integrierbar), falls es eine Folge von
Zerlegungen (Zy,)nen von [a,b] gibt, deren Obersummen und Untersummen gegen
einen gemeinsamen reellen Grenzwert (das Integral) konvergieren, d.h.:

b
lin U(Z,) = lim O(Z,) = | f(a)do.

Zusatz: Falls a = b gilt, d.h. die obere und untere Grenze iibereinstimmen, so
setzt man das Integral gleich 0:

/aaf(x) de =0

Bei integrierbaren Funktionen nahern sich also Untersummen und Obersum-
men fiir geeignete Zerlegungen beliebig genau an. Als Folge von Zerlegungen
wéhlt man haufig die dquidistanten Zerlegungen von [a, b] in n Teilintervalle der
Lange h = b;—“, d.h. Z, ist die Zerlegung

ro=a, xry=a-+h, ro =a+2h,...,x,=a+nh=>

Bemerkung: Die Unterteilung der z-Achse fiihrt bei Funktionen mit stark
veranderlichen y-Werten zu Problemen bei der Konvergenz der Summen, so dass
fiir weitergehende Untersuchungen heute meistens das Lebesgue-Integral verwen-
det wird, das von Unterteilungen der y-Achse ausgeht. Es ordnet sich auch bes-
ser in die Theorie allgemeiner Summationen im mafitheoretischen Kontext ein.
Fiir unsere Zwecke (und insbesondere fiir stiickweise stetige Funktionen) ist das
Riemann-Integral aber vollig ausreichend.

Beispiele:
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(a) f:a,b] = R, f(z) = ¢ (konstante Funktion). Fiir eine beliebige Zerlegung
Z mit
a=x9g<r1<---<x,=0

gilt: das Infimum (Minimum) m; und das Supremum (Maximum) M, auf
dem Intervall [z;_1, x;] ist gleich ¢, so dass folgt:

n

U(Z) = me(a:z — i) = Zc(acZ —xi1) = cZazi — ;1 =c(b—a)

i=1 i=1

Analog gilt auch fiir die Obersumme O(Z) = ¢(b—a). Also ist f integrierbar

und ,
/ cdr =c(b—a)

(b) Stiickweise konstante Funktionen (Treppenfunktionen wie z.B. f(z) = [z])
sind Riemann-integrierbar und das Integral berechnet sich als Summe der
Rechtecksflachen. Es gilt z.B.

3
/ 2] de=-1+0+1+2=2

1

(¢) f:la,b] = R, f(z) = x. Wir definieren Z,, durch Zerlegung von [a, b] in n
gleich breite Intervalle:

b—a

a=20 <11 <Tog<- - <Tp,=bmitz; =a+1

Das Infimum (Minimum) von f auf dem Intervall [z;_q, x;] ist f(z;_1) = x;_1
(der Funktionswert am linken Rand). Also lautet die Untersumme

n

S M e

:;ab;a—{_;(i_l)(b;ay:nab;a+(b;a)2(n—21)n
:CL(b_a)—F(b_a);in_l)

Im Grenzwert folgt:

b—a)? -1 b—a)?
lim U(Z,) = a(b—a) +( 2 lim = a(b—a)+( )
n—o00 n—oo N 2
v? 201
:ab—a2+——ab+a—=—(b2—a2)

2 2 2
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Das Supremum (Maximum) von f auf dem Intervall [x; 1, ;] ist f(z;) = =;
(der Funktionswert am rechten Rand). Also lautet die Obersumme

O(Zn):ixib_a:i(a—i—ib_a)b_a
i=1

- n n n
=1

n

b— " bh— b— b— 1
=> a a—i—Zi( N2 = a2 4 ( CL)2(n+ Jn
=1 =1

n n n n 2

(b—a)’(n+1)

— a(b—
a(b—a)+ 5
Im Grenzwert folgt:
. B (b—a)* . n+1 (b—a)?
JLIEOO(ZH)—a(b—a)—i— Jim " =a(b—a)+ 5
b? a? 1
— b— 2 . pal—— b2_ 2
ab —a” + 5 ab + 5 2( a*)

Insgesamt folgt: f(x) = x ist auf dem Intervall [a, b] integrierbar und

’ Ly 2
/aa:dxzﬁ(b —a)

Das entspricht auch dem Wert, der sich mit geometrischen Uberlegungen
(Trapezflache bzw. Differenz von Dreieicksflachen) ergibt.

Sei f :[0,1] — R durch f(z) = 1 fir x € Q und f(z) = 0 fir x ¢ Q
definiert. Wir definieren Z,, durch Zerlegung von [0, 1] in n gleich breite
Intervalle:

_ 7
O=xp < << <xp=1mit z; = —
n

Da jedes der Intervalle [x;_1, z;] mindestens eine rationale und eine irratio-
nale Zahl enthalt, gilt nach Konstruktion von f fiir alle Infima m; = 0 und
fiir alle Suprema M; = 1. Daraus folgt fiir die Untersumme

~ 1
U(Zn) = mi—=0
=1

und fiir die Obersumme

Im Grenzwert gilt also lim,, ., U(Z,) = 0 und lim, ,,, O(Z,) = 1, d.h. f
ist auf dem Intervall [0, 1] nicht Riemann-integrierbar.
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Abbildung 14: Trapezfliche (links) und Néiherung der Integrals f02 e dx mit den
Stiitzstellen 0, 1 und 2 als Summe von zwei Trapezfiichen (rechts).

Zur Berechnung von Integralen gibt es ahnlich wie bei der Ableitung eine An-
zahl von Regeln, die in den folgenden Abschnitten erlautert werden. Allerdings
kann dennoch eine numerische Néherung erforderlich sein. Die Untersumme und
Obersumme kann numerisch einfach berechnet werden und schéatzt den Integral-
wert stets ab:

U(Z,) < / f(x) dr < O(Z,)

Fiir eine numerische Approximation werden aber statt Untersummen und
Obersummen meistens andere Verfahren verwendet. Bei der Trapezregel wird das
Integral durch eine Summe von Trapezflachen approximiert. Die orientierte Tra-
pezflache zwischen den Stiitzstellen x,, und x,; betriagt (siche Abbildung 14):

Dl "I (F(wn) + f(20s1))

2
Unterteilt man das Integrationsintervall [a,b] in n Stiitzstellen a = zy <
T < X9 < -+ < x, = b gleichen Abstands und summiert die Trapezflichen, so

erhalt man die summierte Sehnentrapezformel als Approximation fiir das Integral

f; f(z) dz:

b—a ,1

Beispiel: Nahere das Integral f02 e~ dz (siche Abbildung 14). Wir betrachten
die (grobe) Zerlegung Z mit zo = 0, 1 = 1, x5 = 2. Man erhélt die folgende
Unter- und Obersumme:

UZ)=e'1+e* 120,39 OZ)=¢€"-14+e 1 121,37

Der Wert des Integrals liegt also zwischen 0,39 und 1,37. Die Trapezregel (Seh-
nentrapezformel) mit « = 0, b = 2, n = 2, xg = 0, x; = 1 und x5 = 2 liefert
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dagegen
21 4, -, 1,
5(56 +e +§€ )~0,877

und somit eine bessere Naherung flir den Integralwert f02 e dx ~ 0,882.

Integrale konnen mit Obersummen, Untersummen oder
der Trapezformel relativ einfach abgeschatzt oder
genahert werden, auch wenn eine exakte Berechnung
schwierig oder gar unmoglich ist.

Integrale konnen intervallweise berechnet werden:

Satz 2.1.4 Seia < b < cund f : [a,¢c] = R eine Funktion. Dann ist f genau
dann Riemann-integrierbar auf dem Intervall |a,c|, wenn f auf beiden Teilinter-
vallen [a, b] und [b, ¢] Riemann-integrierbar ist. In diesem Fall gilt:

/:f(x) dx:/abf(x) d:v+/bcf(x) dx

(Additivitdt des Integrals)
Beispiel: Sei f :[0,2] — R wie folgt definiert:

N E: fir x € [0, 1]
fl) = {—2 fiir 2 € ]1,2]

f(x) ist auf [0, 1] integrierbar mit fol f(x) dor = folx dr = 5. f(z) ist auf [1,2]

integrierbar mit f12 f(z) de = (—2)(2 — 1) = —2. Also ist f auch auf [0,?2]
integrierbar und

2 1 2 1 3
| t@ = [ @ dos [ g do= 542 =3
0 0 1 2 2

Bei einer Vertauschung der Grenzen erweist sich folgende Konvention als sinnvoll:

Definition 2.1.5 Wenn f auf dem Intervall [a,b] (mit a < b) integrierbar ist,

dann definiert man: .
dr .= — d
| t@ == [ f@ @

Diese Konvention ist mit der Additivitat vertraglich:

/abf(x)dx+/baf(x)dx:/aaf(x)dxzo

Summen und Faktoren konnen innerhalb oder auflerhalb des Integrals gebildet
werden (Linearitit des Integrals):
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Satz 2.1.6 Seien f,g : [a,b] — R integrierbare Funktionen, und ¢ € R eine
Konstante. Dann gilt:

(a) Die Funktion f + g : [a,b] — R ist integrierbar und

/ab(f(:c) +g(x)) do = /abf(x) d;c+/abg(x) dr

(Summentregel)

(b) Die Funktion cf : [a,b] — R ist integrierbar und

/bcf(zz:) dx = c/bf(x) dx
(Faktorregel)

Beispiel: f(z) = 2z + 3 ist auf [—1, 2] integrierbar und

/2(235—1—3) d$:2/2xdx+3/2dx:22(22_12)+3(2—(_1)):12

-1 -1 -1

Integrale verhalten sich aulerdem monoton:

Satz 2.1.7 Seien f,g : [a,b] — R integrierbar und gelte f(x) < g(x) fir alle

x € |a,b]. Dann folgt:
b b
/ f(zx) dxg/ g(x) dx

Der folgende Satz liefert groe Klassen integrierbarer Funktionen:

Satz 2.1.8 Seien a,b € R, a < b.
(a) Jede stetige Funktion f : [a,b] — R ist integrierbar.
(b) Jede monotone Funktion f : [a,b] — R ist integrierbar.

Man beweist Aussage a) des obigen Satzes, indem man f(z) durch Treppenfunk-
tionen von oben und unten annéhert. Fiir monotone Funktionen (Teil b) zeigt
man, dass die Differenz von Ober- und Untersummen mit zunehmender Feinheit
nach 0 konvergiert.

Bemerkung 2.1.9 Damit sind fast alle unsere bekannten Funktionen, wie
Polynome, rationale Funktionen, trigonometrische Funktionen, Exponential-
und Logarithmusfunktionen, hyperbolische Funktionen usw. auf Intervallen
[a, b] integrierbar. Allerdings darf nicht {iber Definitionsliicken bzw. Polstellen
hinweg integriert werden !
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/\/

Abbildung 15: Mittelwertsatz der Integralrechnung: Integral von f(x) ist gleich Recht-
ecksfliche. Die markierten Flachen links und rechts vom Schnittpunkt sind gleich.

xT

Der folgende Mittelwertsatz der Integralrechnung besagt, dass das Integral
stets der orientierten Flache eines Rechtecks entspricht. Eine Seite dieses Recht-
ecks ist [a, b] und die Hohe wird durch einen Funktionswert (Mittelwert) gegeben
(siche Abbildung 15).

Satz 2.1.10 Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann existiert ein & € [a, b]
mit

[ 1)tz =0~
Beweis: Sei
m = inf{f(z) | « € [a,b]} und M = sup{f(z) | z € [a,b]}

Dann gilt fiir alle z € [a, b]:
m< flx) <M

und daraus folgt:

m(b—a)g/ f(z) de < M(b— a)

Also existiert ein p € [m, M| mit

u(b - a) :/abf@:) da

Wegen 1 € [m, M| existiert nach dem Zwischenwertsatz ein & € [a, b] mit f(£) = p
und daraus folgt die Behauptung. 0

Schliellich kommen wir auf den Zusammenhang zwischen Integral und Flache
zuriick. Zur Berechnung der (positiven) Flidche wird der Betrag der Funktion
integriert.
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Satz 2.1.11 Sei f : [a,b] — R integrierbar. Dann schliefst der Graph von f mit
der x-Achse die folgende Flache ein:

/ @) do

Sei g : [a,b] — R eine weitere integrierbare Funktion. Dann schliefien die Graphen
von f(z) und g(x) zwischen a und b die folgende Fliche ein:

/|f 2)| d

Falls f(z) > 0 bzw. f(z) — g(x) > 0 fiir alle « € [a, b] gilt, so kann der Betrag
weggelassen werden. Falls f(x) < 0 bzw. f(x)—g(z) < 0 fir alle z € [a, b] gilt, so
ist das Integral gleich dem negativen Flachenwert, so dass der Betrag des Integrals
die gesuchte Flache liefert. Etwas schwieriger ist der Fall, dass das Vorzeichen von
f(z) bzw. f(x) — g(x) im Intervall [a, b] wechselt. In dem Fall miissen die posi-
tiven und negativen Anteile getrennt bestimmt und dann integriert werden. Fiir
stetige Funktionen bestimmt man dazu die Nullstellen, integriert zwischen den
einzelnen Nullstellen und wendet dann den Betrag auf die Ergebnisse an.

Fiir praktische Berechnungen der Flache zwischen einer
Funktion und der x-Achse bzw. der Fliache zwischen zwei
Funktionen ist es sinnvoll, zunachst die Nullstellen von
f(z) bzw. f(z) — g(z) im Intervall [a,b] zu bestimmen,
dann abschnittsweise zwischen dem linken Rand a, den
Nullstellen und dem rechten Rand b zu integrieren. Der
Betrag kann dann jeweils nach der Integration angewen-
det werden.

Beispiel: f(x) = 2° — 2%, g(x) = 2z (siehe Abbildung 16). Gesucht ist die positive
Flache zwischen den Graphen von f und g. Man bestimmt zunachst die Nullstel-
len von f(z) — g(z) = 2* — 2* — 2z = z(2* —  — 2). Die Nullstellen sind —1, 0
und 2. Die Flachen zwischen f und g im Intervall [—1, 2] betrdgt dann

/|f e \d:c—|/ )~ gl dx|+\/ o)) de |
Il

(Details zur Berechnung der Integrale im néchsten Abschnitt).
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2} f@)

Abbildung 16: Fliche zwischen den Funktionen f(x) = z3 — 22 und g(z) = 2x.

2.2 Das unbestimmte Integral und der Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung

Wahrend bisher Integrale mit festen Grenzen betrachtet wurden, fithren wir nun
die Integralfunktion ein, die eine variable Integrationsgrenze hat.

Definition 2.2.1 Sei f : [a,b] — R integrierbar und sei xy € [a,b]. Dann defi-
niert man eine Integralfunktion F : [a,b] — R der Funktion f durch

F(z) = / £(¢) dt

Da z nun die obere Grenze bezeichnet, verwenden wir hier ¢ als Integrationsva-
riable.

25|
15} flz)

051

T

. . L
0.5 1 15 2

Abbildung 17: Funktion f(z) = —a?+z+2 mit Integralfunktion F(x) = [ f(t) dt =
—32% + J2? 4 22. Die Werte von F sind Integrale (Flichen) von f.
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Beispiel: f(x) = x ist eine auf beliebigen Intervallen [a, b] integrierbare Funktion.
Wiéhlen wir xg = 0, so erhalten wir folgende Integralfunktion F:

v 1
F(:z:):/tdt:—ac2
0 2

Hier gilt also F'(x) = f(x). Dieser Zusammenhang gilt allgemein, wie wir spater
sehen werden.

Die Integralfunktion hangt zunachst von der Wahl des Bezugspunktes xq ab.
Es gilt aber:

Satz 2.2.2 Sei f auf [a, b] integrierbar und Fy, Fy zwei Integralfunktionen. Dann
ist F1 — Fy eine konstante Funktion.

Beweis: Seien x4, x5 € [a, b] zwei Bezugspunkte und

/f ) dt und Fy(z /f

zwei Integralfunktionen. Dann gilt:

Fi(z /fdt/fdt/fdt+/fdt/f

Das letzte Integral ist aber von x unabhangig, also eine Konstante.

Satz 2.2.3 Sei f : [a,b] — R eine Funktion. Eine auf |a,b| differenzierbare und
auf [a, b] stetige Funktion F : [a,b] — R heifst Stammfunktion von f, falls F'(x) =
f(x) fir alle x € ]a,b].

Bemerkung 2.2.4 Wir wissen bereits (Mathematik 1, Kapitel Differential-
rechnung), dass Stammfunktionen bis auf eine additive Konstante eindeutig
bestimmt sind.

Beispiel: Fi(z) = 32° und Fy(z) = $2° — 2 sind Stammfunktionen zu f(z) = z?.

Der folgende Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung besagt, dass
Integralfunktionen Stammfunktionen sind:

Satz 2.2.5 Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann ist jede Integralfunk-

tion .
= / F(t) dt

(mit xo € [a,b]) eine Stammfunktion zu f, d.h. es gilt insbesondere: F'(x) = f(x)
fiir alle x €]a, b[.
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Beweis: Fiir h # 0 gilt:

F(a:+hf)L—F(35):%(/ ) dt — /f ) dt) / f(t) dt)

Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gibt es ein &, € [z, z+h] (bzw.
& € [+ h, ], falls h < 0) mit

/ f(t) f(&n)h

e T +h

Abbildung 18: Nach Mittelwertsatz der Integralrechnung gilt fx+h f@t) dt = f(x) - h.

(sieche Abbildung 18). Dann folgt fiir die Ableitung von F:

F(a) = tim DI IE) iy e = tim (&) = )

h—0

Aus der rechts- bzw. linksseitigen Differenzierbarkeit bei a bzw. b folgt auch die
Stetigkeit auf [a, b]. O

Mit Hilfe von Stammfunktionen kénnen daher Integrale berechnet werden:

Satz 2.2.6 Sei f : [a,b] — R stetig und F eine Stammfunktion zu f. Dann gilt:

b
| #(a) dz = F®) - Pla)

Beweis: Sei zunachst F{y die Integralfunktion

:/jf(t) dt
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Dann gilt: ,
Fy(a) = 0 und Fy(b) = / f(x) dz

Da F(z) und Fy(z) nach dem vorigen Hauptsatz beide die Ableitung f(x)
haben, folgt:

F(z) = Fy(x)+ C
fiir eine Konstante C' € R. Wegen Fy(a) = 0 gilt C' = F(a). Dann folgt:

/ f(@) de = Fy(b) = F(b) — C = F(b) — F(a) 0

Bezeichnung:

a

Statt [F(x)}z schreibt man auch F(x)

Damit lassen sich Integrale bequem durch Einsetzen der Integrationsgrenzen
berechnen, sofern man eine Stammfunktion angeben kann. Die Stammfunktion
erhalt man durch “Umkehrung” der Differentiation. Dafiir existieren eine Reihe
von Verfahren, aber anders als bei der Ableitung kein allgemein giiltiges Schema.

Beispiele:

(a) f(z) = 2%, s # —1. Dann ist F(z) = —52°"" eine Stammfunktion, denn
F'(x) = z*. Also gilt z.B.

2
/(6x2+2x—1) dr =20 + 2 — 2] = (16 +4-2) - (2+1—-1) = 16
1

1 T
fovrae= ] 3
0 2 0

(b) f(z) =sin(z). Dann ist F(z) = — cosz eine Stammfunktion. Es gilt z.B.

N

/07r sin(x) dz = [~ cos(x)]] = — cos(r) + cos(0) = 2

o
I

e® a # 0. Dann ist F(z) = ¢ eine Stammfunktion, denn
e, Also gilt z.B.

1 1
1 1 1
—2x —2x
d = _—— = —— J—
/0 e T [ 26 L 52 + 5

(d) f(z) = ﬁ Dann ist F(z) = arctan(z) eine Stammfunktion und es gilt
z.B.

My
8

S~—
I

1
1
/_1 T xzdx = [arctan(z)], = arctan(1) — arctan(—1) = % - (—%) =
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Zu einer stetigen Funktion f gibt es stets unendliche viele Stammfunktionen
(Integralfunktionen), die sich jeweils um eine Konstante unterscheiden. Die Menge
der Stammfunktionen heisst auch unbestimmtes Integral.

Definition 2.2.7 Die Menge aller Stammfunktionen einer integrierbaren Funk-
tion [ bezeichnet man als unbestimmtes Integral und schreibt

/f(x) de = F(z)+C
wobei F(z) eine beliebige Stammfunktion von f und C € R ist.

Beispiel:
1
/a:2 dr = gsc?’ +C

2.3 Grundintegrale

Das unbestimmte Integral einer Funktion kann einfach mit Hilfe einer Stamm-
funktion angegeben werden. Es gilt (s.0.):

/ f(x) dz = F(z) + C wobei F'(z) = f(x)

Eine differenzierbare Funktion f ist Stammfunktion ihrer Ableitung f’. Daher
gilt:

[ #@ o= s+
Zur Bestimmung von unbestimmten Integralen bzw. Stammfunktionen kann

man also Tabellen mit Funktionen und ihren Ableitungen verwenden und sie
umgekehrt ablesen. Auf diese Weise erhédlt man Grund- oder Stammintegrale:

Satz 2.3.1 Die folgende Tabelle enthdlt einige Grundintegrale und den Definiti-
onsbereich der Funktionen und threr Stammfunktionen:
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ff(a:)dx:F(a:)+C’ Dy = Dp
fa:”dx:n%rlw”“—i—CfﬁrneZ,n;é—l R bzw. R\ {0}
Jafde = g2t + Cfir seR, s # -1 | ]0,00]
[Ldz=In|z|+C R\ {0}

[sinz de = —cosz + C R

[cosz dz =sinz + C R

[tanz dz = —1In|cosz| + C R\ {5 +kn |k e Z}
[cotz dz =In|sinz|+ C R\ {km |k € Z}
[etdx=¢e"+C R

[a” dz = =a” + C fiir a >0 R

[sinhz dz = coshz + C R

[ coshz dz = sinhz + C R

[ = dz =tanz + C R\ {5 +kn |k eZ}
[ s de = —cotz +C R\ {km |k € Z}
fﬁdmzarcsinx—kC | —1,1]

——= dxr = arctanx +

1+1m d ¢ R

fCOS%l2$ dr = tanhx + C R
fﬁdmz—cothx%—C R\ {0}

2.4 Partielle Integration

Bisher sind neben den Grundintegralen nur die elementaren Integrationsregeln
bekannt (siehe 2.1.6). In diesem und den folgenden Abschnitten werden weitere
Integrationsverfahren eingefiihrt.

Die partielle Integration kann man als Pendant der Produktregel der Diffe-
rentiation ansehen.

Satz 2.4.1 Seien f,q : [a,b] — R zwei stetig differenzierbare Funktionen. Dann
qgilt:

b b
[ 5@ @ de =@l - [ Fate) o
bzw. fiir die unbestimmten Integrale gilt:
[ 1@)g(@) do = f@)g@) - [ F@g(o) do
Beweis: Man differenziert nach Produktregel die Funktion (fg)(z) = f(z)g(x).

Dann gilt:
(f9)'(z) = f(x)g(x) + f(x)g'(x)
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Integriert man diese Funktionen so erhalt man:

/ab(fg)/(x) dr = /ab Fl(2)g(x) dz + /abf(x)g’(x) i

Da fg eine Stammfunktion zu (fg) ist, folgt

[F(2)g(x)]’ = / f(@)g(x) dx + / f(2)d (z) de

und daraus folgt die Behauptung. 0

Bemerkung 2.4.2 Die partielle Integration liefert keine geschlossene
Losungsmethode fiir Integrale von Produkten von Funktionen, sondern fiihrt
lediglich auf ein anderes Integral, das sich vielleicht besser 16sen lasst.

Beispiele:

(a) [ze” dr. Mansetzt f(x) = z und g(x) = e* und erhélt f'(z) =1, ¢'(z) = €*

/xe’”dazzxex—/emdx::cex—ex—l—C’:(:U—l)eijC

(b) f1e Inz dr. Man setzt f(z) = Inz und g(z) = x, so dass f'(z) = % und
¢'(z) = 1. Daraus folgt:

/lnx-ldx:[xlnx]i—/ lmda::[xlnx—x]jzl
1 1

Xz

(¢) [sin®*(z) dz. Man setzt f(z) = sin(z), g(z) = —cos(x), so dass f'(z) =
cos(z) und ¢'(x) = sin(z). Also gilt:

/sinz(x) dx = —sin(z) cos(x) + /cosg(x) dx
Nun gilt: sin?(x) + cos?(z) = 1, also

/sinz(x) dr = —sin(z) cos(x)+/(1—sin2(a:)) dr = —sin(x) cos(x)—i—x—/ sin®(z) dx

Daraus folgt durch Umstellen:

/sinQ(x) dx = %( — sin(x) cos(z) + z) + C



38 2 INTEGRALRECHNUNG

Es folgt z.B.
/ sin®(z) dr = z
0 2

Wegen sin®(z) + cos?(z) = 1 folgt
/sinZ(x) dx + /COSQ(x) dr =z +C
und daher

/0082(x) de =z — /sinQ(x) dx =

(sin(z) cos(z) + z) + C

N | —

2.5 Substitutionsregel

Fiir die Integration von zusammengesetzten Funktion und beim Wechsel der In-
tegrationsvariablen wird die Substitutionsregel (als Pendant zur Kettenregel) an-
gewendet.

Satz 2.5.1 Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion und g : [c,d] — [a,b] eine
stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt:

g(d) d
) dr = "(t) d
é@‘ﬂ> Z:ﬂﬂﬂwﬁ)t

Wenn g eine bijektive Funktion mit g(c) = a und g(d) = b ist, so gilt auch:

b g 1(b)
/ﬂ@wzf o) (®) dt
a 9 (a)

Fir die unbestimmten Integrale gilt:

[ @) o= [ rtae)g'e) a

Beweis: Sei F'(z) eine Stammfunktion von f(x). Dann hat die zusammengesetzte
Funktion (F o g)(t) = F(g(t)) nach der Kettenregel die Ableitung:

(Fog)(t) = F'(g(t)g'(t) = f(g(1))g'(t)
Also ist die Funktion F o g eine Stammfunktion zu f(g(t))g'(t) und es gilt:
9(c)

g(d) (d) d d
A)ﬂ@m=UMW =FMML=/meﬂwﬁ

Setzt man ¢ = g~!(a) bzw. d = g~'(b), so erhélt man

b 971 (b)
[ wa= [0 e 0
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Setzt man 2 = g(¢) und verwendet man % = ¢/(¢), so erhélt man dz = ¢/(t) dt,

so dass sich die Substitutionsregel einfach durch symbolische Umformung ergibt.
Allerdings ist dies kein Beweis.

[ 1@ da = [ o) do= [ riae)g'® ai

Bemerkung 2.5.2 Praktisch kann man die Substitutionsregel so anwenden:
Integriere [/ f(x) dz. Eine Stammfunktion zu f sei zunéchst nicht bekannt.
Substituiere dann x = ¢(¢) fiir eine geeignete bijektive Funktion g. Dann gilt:
dr — ¢/(t). Man beachte, dass die Grenzen ebenfalls substituiert werden, d.h.
die neuen Grenzen sind t = g~*(a) und t = g~1(b). Es gilt dann

b g~ 1(b)
/ﬂmmz/ Fla(0)g'(¢) dt
a g9~ (a)

wobei das neue Integral (von t) ggf. besser bestimmt werden kann.

Nach der Substitution darf nur noch die neue Variable
vorkommen, sowohl beim Integranden, dem Differential
als auch bei der Angabe der Grenzen. Gemischte Integra-
le mit zwei Variablen sind hier nicht zulassig, d.h. immer
FUCHS vollstandig substituieren!

Beispiel: fol V1 —12? dz. Substituiere z = sint = g(t). Dann gilt: % = cost,
also dr = cost dt. Die neuen Grenzen sind ¢t = ¢g~(0) = arcsin(0) = 0 und
t =g (1) = arcsin(1) = 5. Also folgt:

1 3 3
/ V1—22 dx:/ \/1—sin2tcostdt:/ cos’t dt
0 0 0

Nach dem Beispiel zur partiellen Integration erhalt man:

Bl

™ s

2

2 1
/ cos®t dt = {—(sintcost + t)] _T
0 2 4

0

Alternativ 16st man zunachst das unbestimmte Integral:
1
/\/1 — 2?2 dr = /0082t dt = §(sintcost+t) +C
1
= 5(3:\/ 1 — 22+ arcsinz) + C
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Bei der Substitution unbestimmter Integrale ist die Riicksubstitution in die
urspriingliche Variable x unbedingt erforderlich. Man beachte: z = sint = t =
arcsinz und cost = y/1 —sin?’t = v/1 — 22. Nun berechnet man mit der Hilfe
des gelosten unbestimmten Integrals das bestimmte Integral:

!

1
1
/ V1—22dx= [5(30\/1 — 2?4 arcsinz)| = —arcsin(l) =
0

™
;2 4

Bei bestimmten Integralen entweder bei jeder Substitu-
tion die Integrationsgrenzen anpassen oder erst das un-
bestimmte Integral 16sen und dann die urspriinglichen
Grenzen einsetzen. Bei unbestimmten Integralen immer
am Ende in die urspriingliche Variable zuriicksubstituie-
ren!

Bemerkung 2.5.3 Haufig wird die Substitutionsregel in umgekehrter Rich-
tung angewendet' ein von x abhéngiger Term h(x) in einem Integral der Form

f f(h(z)) dx wird durch eine neue Variable z = h(x) ersetzt. Dann gilt:
d; = h’( ) also dr = h,dé) = h,(hcle(z)). Die neuen Grenzen sind z = h(a) und

z = h(b). Es gilt dann:

Y T S S
/ fh@) de= | Iy ¢

Das neue Integral (von z) lasst sich ggf. einfacher bestimmen als das ur-
spriingliche Integral (von z). Der komplizierte Faktor m verschwindet
tibrigens, falls im urspriinglichen Integranden f(h(z))h'(z) steht:

/f DH (x dx—/f

Beispiel: f1
bzw. dxr =
folgt:

3 2 —80 —80 —80
2z 222 1 -2 1 —2
dr = — dz = — - —dz=|—1
/1 1328 /_2 z —92? /_2 9 2% { 9 n(\z|)] 5

2 2
—5(In(80) — In(2)) = —5 In(40)

(r) = 1 — 323, Dann gilt: g—; — _Qgg2
D1e neuen Grenzen sind z = h(1) = —2 und z = h(3) = —80. Es

92
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Alternativ 10st man das unbestimmte Integral:

227 =) = ,
/ T de = i) + O = (1= 3%+ C

und erhalt fiir das bestimmte Integral:

/1 : imgxg dx = [%2 In(]1 - 32°))]} = —g(ln(SO) —1n(2)) = —gln(él[))

Weitere Beispiele:

(a) feﬁx dz. Substituiere z = z%. Daraus folgt: g—fc = 2z, bzw. dv = -dz.

2x
Dann erhalt man

22 L1 _1Z _1:02
/e :de—/€§d2—26 +C—26 +C

(b) [ a1 —x dx. Substituiere z = 1 — z. Dann gilt: dz = —dz, =1 — z und

es folgt:
/x\/l—xd:E:/—(l—z)\/Zdz:/(—zé~|—z§)dz
23 25 2 s 2 5
% R = “(1—2)2+2(1—2)2
327 T2 +C 3( ) +5( z)2 +C

Es gibt keine allgemeinen Rezepte, welche Substitution
anzuwenden ist. Man beachte, dass durch eine Substi-
tution bei der Ersetzung der Differentiale Ableitungen
entstehen, die die Situation manchmal noch verschlech-
tern. Eventuell verschiedene Moglichkeiten ausprobieren!
Lineare Substitutionen z = ax + b sind aber stets unpro-
blematisch, da die Ableitung eine Konstante ist.

Bemerkung 2.5.4 Folgende allgemeine Formeln gelten:

(a) [ f(az +b) dz = L1F(az + b) + C (lineare Substitution z = az + b),
wobei F'(z) eine Stammfunktion zu f sei, z.B.

. m 1 T
/sm(2x + Z> dr = ~3 cos(2x + Z) +C

(b) [ f(z)f(z) de = 5f*(z) + C, wobei f(z) stetig differenzierbar, z.B.

1
/sinxcos:c dr = §sin2x+0
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(c) [ J;/((;)) = In|f(z)| + C, wobei f(x) stetig differenzierbar und # 0,
z.B.
/cot(:v) dx = / B o = In|sinz| 4+ C
sin x
d) [ flgz ) dx = F(g(x)) + C, wobei g(z) stetig differenzierbar und
F(x) eine Stammfunktlon zu f sei, z.B.

/sin(x2 +1)2x dv = —cos(z* + 1)+ C

2.6 Partialbruchzerlegung

Mit Hilfe einer Polynomdivison kann man jede gebrochen rationale Funktion in
eine Summe eines Polynoms und einer echt gebrochen rationalen Funktion zerle-
gen. In diesem Abschnitt sollen nun Methoden fiir die Integration echt gebrochen
rationaler Funktionen entwickelt werden.

Bestimmte gebrochen rationale Funktionen kénnen bereits mit Hilfe von Grund-
integralen oder einer Substitution integriert werden:

(a) [ de=Inlz—a|+C, firacR

(b)f( L dr =1 L +C, firaeRundneN, n> 1.

z—a)" —n+1 (z—a)

(c) [ (Q:TI)QH) dx fiir a € R, b > 0. Dies formt man um zu:

/1 1 d /1 1 J
_ - — xTr = — T
b Lr—ap@+1 b (& — =) +1

Mit der Substitution z = \/ig \/E’ dz = /b dz, erhalt man

(=l

)+ C

1
dz = —arctan(z) + C' =

|57
Vb 22 +1 Vb
(d) fm dr=1ln((z —a)*+b)+C

7 arctan(T 7

Allerdings lasst sich z.B. [ m dx so nicht bestimmen. Die Idee der Par-
tialbruchzerlegung ist nun, solche Funktionen in eine Summe von elementaren
Partialbriichen zu zerlegen. Diese konnen dann einzeln integriert werden.

Beispiel: W = ﬁ + %. Dies ist aquivalent zu

1 Az —3)+ Bz —1)

(x—1)(z—3) (x —1)(x — 3)




43 2 INTEGRALRECHNUNG

Dann gilt fiir die Zahlerpolynome:
1=A(x—-3)+ Bz —1)

Diese Gleichung gilt fiir alle . Durch Einsetzen von x = 3 erhéalt man 1 = 2B,

also B = % und durch Einsetzen von x = 1: 1 = —2A, also A = —%. Insgesamt
erhalt man daher:
1 1 1 1 1 1 1
de = [ (—= = de = —=—Iln|z—1|+=-In|z—3|+C
/(x—l)(x—B) ’ /( 2r—1 2p—3 W= Tgnle-litgnje=s+
Satz 2.6.1 Sei f(x) = % eine echt gebrochen rationale Funktion, d.h.

grad (p) < grad (q). Dann lasst sich f(x) tber R in eine Linearkombination von
Briichen des folgenden Typs zerlegen, wobei a,b, a;, ; € R und b >0 :

(a) =

1 1
(b) Goa? s Usw.

(C) (x—al)2+b

(4) afvs

azz+f ozz+p
(e) ((x_Qa)2+2b)2} ((z—aa)2+3b)37 USW.

Erganzung: Sei f(x) = fz% eine gekiirzte Darstellung. Die o.a. Summanden treten

dann in folgenden Situationen auf:
e Wenn ¢(x) einen Linearfaktor (z — a) enthdlt — Typ a)

e Wenn ¢(z) den Linearfaktor (z —a)™ enthdlt — zusétzliche die Summanden
vom Typ b) bis einschlieBlich der n-ten Potenz

e Wenn ¢(z) ein Polynom zweiten Grades ohne reelle Nullstellen enthdlt —
Typen c¢) und/oder d)

e Wenn ¢(z) ein Polynom zweiten Grades ohne reelle Nullstellen in der n-ten
Potenz enthélt — zusétzlich Summanden des Typs e) bis einschliefllich der
n-ten Potenz (dieser Typ wird hier nicht weiter betrachtet)

Bemerkung 2.6.2 Uber den komplexen Zahlen ist die Partialbruchzerle-
gung einfacher. Da sich jedes Polynom in Linearfaktoren zerlegen ldsst (siehe
Satz 1.2.1), kommen bei der Zerlegung nur Partialbriiche des Typs a) und b)
Vor.

Beispiele:
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(a) | e do. Man zerlegt zunéchst das Nennerpolynom:
o3 — 4% + 4v = x(2® — 4 + 4) = x(x — 2)?. Der Ansatz ist dann:

1 A+ By n By
r x—2 (r—2)?

a3 —dx2 +4r

Multipliziert man die Gleichung mit dem Nenner z(x — 2)?, so erhilt man
die folgende Gleichung fiir die Zahlerpolynome:

1=A(z —2)* + Biw(z — 2) + Box

Nun kann man entweder Koeffizientenvergleich durchfithren (die Konstan-
ten sowie die Koeffizienten von z und z? miissen links und rechts vom
Gleichheitszeichen iibereinstimmen) oder man setzt x-Werte ein. Man be-
achte, dass diese Gleichung fiir alle x gilt. Setzt man z = 2, so erhalt man
1 = 2Bs, also By = % Mit z = 0 ergibt sich 1 = 4A, also A = %. Zur
Bestimmung von B; wahlen wir einen weiteren Punkt, z.B. x = 1. Daraus
folgt:

3 1
1:A—B1+BQZ——31:>B1:__
4 4
Damit ergibt sich:
1 117 1 1 1 1
———dr= [ (-———~ ——) d
/x3—491;2+4x ‘ /(4x 4x—2+2(a:—2)2) ‘
1 1 1 1

— Tlhlzl—-ljz—2—-—+C
ginlel=gnfe =2 =5+

(b) | sz55773 dv. Das Nennerpolynom besitzt keine reellen Nullstellen, es gilt:
2 +4r+13=(x+2)*+9

Der Ansatz ist

x B A B(z +2)
w2 +4r+13  (24+2)2+9  (z+2)24+9

Daraus folgt: t = A+ B(x +2) = A+ 2B+ Bx,also B=1und A = -2
und fiir das Integral gilt:

/;dx—/@ R N
2244 +13 (z+2)24+9  (z+2)2+9

2 1 2 1
=3 arctan(§:v + §) + 3 In((z +2)*+9)+C

Exkurs: Wahlt man einen komplexen Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung,
so ergibt sich: 22 + 42+ 13 = (£ +2+3j)(z +2 — 37) und daher der Ansatz

x B A n B
22 +4r+13 2+2+35 x+2-3j5
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Daraus folgt:
r=A(r+2—-3j)+ Bz +2+3j)

Setzt man x = —2 — 3j, so erhilt man —2 — 3j = A(—6j), also A =
— =% =3 — 4. Setzt man & = =2 4 37, so erhilt man —2 + 35 = B(67),
also B = %J;Bj = % + % j. Verwendet man dies zur Integration, so erhalt

man zunachst komplexe In-Funktionen, die man fiir reelle x durch reelle
Funktionen wie oben ausdriicken kann.

2.7 Uneigentliche Integrale

In diesem Abschnitt werden Integrale mit uneigentlichen Grenzen (d.h. £00) und
Integrale iiber Funktionen mit Polstellen eingefiihrt.

Beispiel: Eine positive Punktladung @) befinde sich im Ursprung des Koordina-
tensystems. Im Abstand ry befinde sich ein negativ geladenes Teilchen der Ladung
Q1. Welche Energie ist erforderlich um das Teilchen auf den Abstand r; > rg zu
bringen und sogar komplett aus dem elektrischen Feld zu entfernen?

Die Feldstédrke im Abstand r von der Punktladung ist:
1 1

E = —
dmey 12

wobei € &~ 8.854107 122 die elektrische Feldkonstante ist. Die Arbeit, die bei
Bewegung von rg nach r; verrichtet werden muf3, ist:

71 1 71 1
W:—Ql/ EdT:—Ql Q/ ﬁdT
T0

ro 4d7eq

Qi [_1}“ . QQ,1 1

4meg P

471'60 To (&1

Fiir die komplette Entfernung aus dem Feld betrachtet man r; — oo und

erhalt:
1Q

4megro

W = —
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Definition 2.7.1 Sei a,b € R und f eine Funktion, die tiber jedem Intervall
la, z] mit x > a (bzw. [z,b] mit x < b) integrierbar ist. Dann nennt man

4 b
lim f(t) dt bzw. lim f(t) dt
Tr—00 a Tr——00 T

das uneigentliche Integral von f iber [a,oco] bzw. | — 00, b] und schreibt dafiir

/a " f(@) dz bow. /_ ; f(z) do

Falls der Grenzwert als reelle Zahl existiert, nennt man das uneigentliche Integral
konvergent, ansonsten heift es divergent. Uneigentliche Integrale uber ganz R

werden gemays
/_ f(z) dx:/_ f(z) dz +/ f(z) dz

definiert (fir a € R beliebig). Dieses Integral heif$t konvergent, falls beide Sum-
manden konvergent sind.

10 r
0.8 }
0.6 }
0l

02+

0.0 [ L L L L 1 L ! I | |
0 5 10 15 20

Abbildung 19: Das uneigentliche Integral von - diber [1, 00| existiert (innere Fléiche),

12
das Integral von % ist divergent (dufere Fldche).

Beispiele:

(a) [OL do = lim, oo [ 5 dt = lim,yoo[~2]f = lim, 1 — 1 = 1. Das

uneigentliche Integral ist also konvergent (sieche Abbildung 19).
(b) floo% dr = lim,_, flx% dt = lim, ,[Int]] = lim,_,o, Inz = co. Das unei-
gentliche Integral ist divergent (siche Abbildung 19).

() [, ks do = lim,,_ N T dt +limy e [y T dt =

lim, , _[arctant]? 4 lim,_,.[arctan¢]§ = 7. Das uneigentliche Integral ist
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konvergent, die Gesamtfliche unter dem Graphen von ; +1x2 ist endlich und
gleich 7.

Eine zweite Art von uneigentlichen Integralen gibt es bei Funktionen, die im
Integrationsintervall eine Polstelle haben oder in der Umgebung einer Stelle un-
beschrankt und daher zunachst nicht integrierbar sind.

Definition 2.7.2 f sei auf Dy = [a,b] \ {zo} definiert und auf allen abgeschlos-
senen Intervallen innerhalb von D integrierbar. Dann definiert man das unei-
gentliche Integral von f tber [a,b] wie folgt:

(a) Falls g = a: fabf(x) dr = lim, o4 fxbf(t) dt
(b) Falls zo = b: [ f(z) dz =lim, s [* f(t) dt

(¢) Falls zo €a,b: [ f(x) de =lim, g0 [ f(t) dt +limg oy [ f(E) dt

Falls der (oder die) Grenzwert(e) als reelle Zahl ezistieren, nennt man das unei-
gentliche Integral konvergent, ansonsten heifit es divergent.

Beispiele:

(a) [y % = lim,op [, 9% = lim, 0. [262]] = lim, 0. (2 — 2¢/7) = 2. Das
uneigentliche Integral iiber [0, 1] ist also konvergent (siche Abbildung 20).

0 . L [ L [ L I L L L L
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1

Abbildung 20: Das wuneigentliche Integral von iber [0,1] existiert, obwohl

S

. 1
limg 04 Tz =

(b) fjl - dz. Da die Funktion auf dem Intervall [—1, 1] unbeschrénkt ist, und
insbesondere nicht stetig ist, darf man hier nicht die Stammfunktion —% in
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den Grenzen einsetzen! Fiir das uneigentliche Integral berechnet man:

| 11
/—dx:hm —dt+11m t_dt

1 ,7}2 z—0 r—0+

= lim |— + li —11—1' (—1—1)+1' (—1+1)
= 11m 7 B 1m tz_ 111 111 -

xr—0— €T x—0+

Die Grenzwerte existieren nicht, das Integral ist divergent.

2.8 Fourier-Reihen

cos(wt) und sin(wt) sind T = 2X-periodische Standardschwingungen. Ist es moglich,
eine beliebige T-periodische Funktionen f als Linearkombination von solchen
Schwingungen darzustellen 7 Dabei ist zu berticksichtigen, dass auch die Schwin-
gungen mit mehrfacher Kreisfrequenz nw sowie die konstanten Funktionen T-
periodisch sind. Man sucht daher eine Darstellung;:

ft) = % + ay cos(wt) + by sin(wt) + ag cos(2wt) + by sin(2wt) + . ..

Die reellen Koeffizienten a,, und b, heilen Fourier-Koeffizienten. % ist der
konstante Anteil, die Terme mit den Koeffizienten a; und b; gehoren zur Grund-
schwingung mit Kreisfrequenz w, as und by zur Oberschwingung mit Kreisfre-
quenz 2w usw. Die Folge der Werte

A= |Gl A= /@ + 8, Ay = \Jad+83, ...

liefert das Amplitudenspektrum von f, das die Grofle der einzelnen Frequenzan-
teile beschreibt. Neben der reellen betrachtet man haufig auch die komplexe Dar-
stellung mit komplexen Fourier-Koeffizienten c,,:

) =...cooe ' f e+ g+ @ 4 e 4L
2 1 0T 2

Falls f bereits als Summe von trigonometrischen Funktionen gegeben ist, lassen
sich die Fourierkoeffizienten und das Amplitudenspektrum direkt ablesen.

Beispiel: f(t) = 6 — 2sin(87 ) + 3 cos(8mt) + cos(247t). Dann ist die Grundfre-
quenz w = 8, also T' = 2; = 4. Man liest dann ab: @ = 6, d.h. ap = 12, a; = 3,
by = —2, a3 = 1 und alle Welteren Koeffizienten smd gleich 0. Das Amplituden
des Spektrums sind Ag = 6, A; = 1/(—2)2+32 = V13, A, = 0, A3 = 1 und alle
weiteren Amplituden sind gleich 0.

Im Allgemeinen ist f aber nicht als Summe von Sinus- und Cosinusfunktio-
nen gegeben. Dann miissen die Fourier-Koeffizienten von f durch Integration
bestimmt werden (s.u.). In der Praxis verwendet man haufig Abtastwerte der
Funktion (Ubergang von einer kontinuierlichen Funktion zu einem Datenvektor)
und effiziente numerische Verfahren, insbesondere die Fast Fourier Transform
(FFT). Zur Berechnung der diskreten Fourier-Koeffizienten vergleiche man auch
das Anwendungsbeispiel zu Definition 4.7.1.
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Definition 2.8.1 Sei f eine auf [0,T] integrierbare T-periodische Funktion.
Dann definiere die Fourier-Koeffizienten a,, und b, durch:

a, = %/o f(t) cos(nwt) dt (n > 0)
by — % /0 £(8) sin(nwt) dt (n > 1)

wobei w = 2” die zugehorige Krez'sfrequenz ist. Statt uber [0, T] kann auch diber
das symmetmsche Intervall [—L oL g] integriert werden.
Man ordnet dann f die folgende Fourier-Reihe zu:

oo

% + ; a, cos(nwt) + by, sin(nwt)

Satz 2.8.2 Fur eine gerade Funktion sind alle Sinusglieder gleich 0, d.h. es gilt
b, = 0. Fir eine ungerade Funktion sind die Cosinusglieder gleich 0, d.h. es gilt
a, = 0.

Beweis: Fiir eine gerade Funktion f (t) gilt:

2 .
/ f(t) sin(nwt) dt = T f(—t) (—1) sin(nw(—t)) dt =

/ f(t) sin(nwt) dt =

so dass sich die beiden Integrale von —5 bis 0 bzw. von 0 bis % aufheben.

NH

’ﬂlw

/ f(t) sin(nwt) dt

Fiir eine ungerade Funktion f(t) gilt:

_/ f cos nwt) dt = 2 —f(—t) COS(TLW(-Z’)) dt =

'ﬂ
NH

!

2
—/ f(t) cos(nwt) dt = ——/ f(t) cos(nwt) dt
T % T 0
und die Integrale von —% bis 0 bzw. von 0 bis % heben sich auf. U

In welchen Fallen stimmt die Fourierreihe mit der urspriinglichen Funktion
iiberein ? Die punktweise Ubereinstimmung (d.h. fiir ein festes t) erweist sich
als schwieriges Problem. Der Satz von Dirichlet liefert eine positive Antwort fiir
stetig differenzierbare Funktionen:

Satz 2.8.3 (Dirichlet) Sei f eine stickweise stetig differenzierbare T-periodische
Funktion. Dann stimmt f an den stetigen Stellen mit ihrer Fourier-Reihe tberein,
d.h. die Fourier-Rethe konvergiert dort punktweise gegen f.
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Abbildung 21: Sdgezahnfunktion und ihre Approximation durch die ersten drei Glie-
der der Fourier-Reihe (links) sowie das Amplitudenspektrum der Sdgezahnfunktion
(rechts).

Es existieren allgemeine Versionen dieses Satzes, die wir hier nicht betrachten.

Beispiel: Sei f: R — R die Sagezahnfunktion mit

_Jtfirte] -7, 7
f(t)_{Oﬁirt:ﬂ

und einer 7" = 27-periodischen Fortsetzung (siehe Abbildung 21). Die Kreis-
frequenz ist w = 1. Es handelt sich um eine ungerade Funktion, so dass die
Cosinusglieder a,, wegfallen. Fiir die Fourier-Koeffizienten b,, gilt:

™

1
b, = —/ tsin(nt) dt

_ %( {_—Wt% cos(nt)} :r - / : —% cos(nt) dt)
1

1 1 i
= = | —t= cos(nt) + — sin(nt
- [ - cos(nt) + — sin(n )} -

B {—% fiir n gerade

2 fiir n ungerade
n

Dies ergibt die folgende Fourier-Reihe von f:

2 2 2 1 1
1 sin(t) — 5 sin(2t) + 3 sin(3t) F - - - = 2(sin(t) — 5 sin(2t) + 3 sin(3t) F...)

Das Amplitudenspektrum von f lasst sich daraus ablesen:

p
Ag=0, =2 A=1 Ay=73, .., A ="

)

Die Fourier-Reihe konvergiert wegen Satz 2.8.3 zunéachst fiir alle ¢t # nm gegen
die Sdgezahnfunktion f, und fiir ¢ = n7 gegen den Funktionswert 0 (da dann alle
Terme der Fourier-Reihe Null sind).
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3 Gewohnliche Differentialgleichungen

Viele Zusammenhange in Natur und Technik sind durch sogenannte gewdhnliche
Differentialgleichungen gegeben, in der neben einer Variaben (z.B. x) auch Funk-
tionen und ihre Ableitungen (z.B. y(z), ¥/(x), y"(z)) auftreten. Gesucht ist eine
Funktion y(x), welche die Gleichung fiir alle zuldssigen x erfiillt.

3.1 Differentialgleichungen erster Ordnung

Definition 3.1.1 FEine explizite Differentialgleichung (DGL) erster Ordnung ist
gegeben durch eine Gleichung

y(z) = f(z,y)

wobei f(x,y) eine Funktion von zwei Verdnderlichen x,y ist. Fine differen-
zierbare Funktion y = y(x) heifst Losung der DGL, falls sie die Gleichung
y'(z) = f(z,y(x)) fir alle zuldssigen x erfillt.

y = y(x) ist Losung des Anfangswertproblems (AWP), falls y zusdtzlich eine
vorgeschriebene Anfangsbedingung y(zo) = yo erfillt.

Eine DGL ¢/(z) = f(z,y) kann mit Hilfe ihres Richtungsfelds (siehe Abbil-
dung 22) geometrisch interpretiert werden. Dabei gibt f(z,y) die Steigung im
Punkt (z,y) an und es wird eine differenzierbare Funktion y(z) mit der gegebe-
nen Steigung gesucht. Die Funktion hangt von der Wahl einer Anfangsbedingung
ab, d.h. von der Festlegung eines Punktes (¢, yo).

1.0 j \\\ \»\»‘>4>\> ~a \

0.

>
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/
/|
,/

|

|
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-0.5 f /4?‘

// - — //
10 /%///V/'H—»—»/y’// //
—1‘ 0 ‘ —(‘)5 “ 010 0‘5 1‘0
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Anfangswertprobleme fiir DGL erster Ordnung werden (bei geeigneten Vor-
aussetzungen an f(z,y)) durch eine eindeutige Funktion y = y(z) gelost (Existenz-
und Eindeutigkeitssatz); dies soll hier aber nicht weiter besprochen werden. Wir
interessieren uns insbesondere fiir Losungsverfahren von DGL. Wir betrachten
zwei Verfahren, die Losungen fiir spezielle Typen von DGL erster Ordnung lie-
fern: DGL mit trennbaren Variablen und lineare DGL mit konstanten Koeffizi-
enten.

3.2 DGL erster Ordnung mit trennbaren Variablen

Eine DGL erster Ordnung vom Typ ¢ = f(z)g(y) hat trennbare Variablen. Solche
DGL konnen héaufig durch Integration gelost werden:

dy dy 1

/

y(r)=—=f(z)9(y) = — = f(z dm:>/—dy—/fx dz
(@) = = 1o = 25 = fla) o («)

Man erhalt auf der linken Seite eine Funktion von y, auf der rechten Seite
eine Funktion von « (plus Integrationskonstante). Kann man die Gleichung nach
y auflosen, so erhalt man die Losung der DGL. Die Integrationskonstante erhalt
man durch Einsetzen der Anfangsbedingung.

Beispiel: y' (x) = — 2 Es folgt: % = —2 alsoy dy = —a? d.

: L, Y@ y
Integration ergibt:

/ydy:/—x2 dx :>%y2:—%x3+0:>y:j:\/—§x3+0

Setzt man als Anfangsbedingung z.B. y(0) = % so folgt % = /C, also C' = 71’ SO

dass man die folgende Losung des AWP erhalt:

2 1
= — 3 -
y = y(z) 37T 1

Diese Funktion liegt auf dem Richtungsfeld der DGL und erfiillt f(0) =  (siehe
Abbildungen 22 und 23).

3.3 Lineare DGL erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten
Eine DGL vom Typ v = ay + B(z) heiBt lineare DGL erster Ordnung mit kon-

stanten Koeffizienten.

Beispiel: (Spannung beim Aufladen eines Kondensators, sieche Abbildung 24).
Up, R und C sind gegeben (Konstanten), die Funktion Ugs(t) (Spannung am
Kondensator) ist gesucht. Dann gilt:

Up = I()R + Uc(t) = Q' ()R + Uc(t) = CUL(L)R + Uc(t)
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R NSRS PSS A Y IR
-1.0 -05 0.5 1.0

Abbildung 23: y = (/—2a3 + } ist Losung des AWP y(z) = — % (0) =

Dies ist eine lineare DGL erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten, die
man explizit so schreiben kann:

, 1 U
Ug(t) = —mUC(t) + R_g

Mit der Anfangsbedingung Uq(0) = 0 (Kondensator entladen bei ¢t = 0) kann die
DGL gelost werden, d.h. Us(t) bestimmt werden:

Uc(t) = Up(1 — " 7o)

Uy |3 —c |u.m

Abbildung 24: RC-Schaltkreis

Definition 3.3.1 FEine explizite lineare Differentialgleichung (DGL) erster Ord-
nung mit konstanten Koeffizienten ist durch eine Gleichung

Y (z) = ay(z) + B(z)

gegeben, wobei o € R und fB(x) eine reellen Storfunktion ist. Falls = 0 gilt,

spricht man von einer homogenen DGL erster Ordnung mit konstanten Koeffizi-
enten.
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Der folgende Satz gibt die Losungen dieser Differentialgleichungen an:

Satz 3.3.2 (a) Die homogene lineare DGL erster Ordnung y'(z) = ay(x) mit

(b)

konstantem Koeffizient o € R besitzt die Losungen
y(z) = Ceo
mit C € R. Die eindeutige Losung des AWP
y'(x) = ay(z) , y(zo) = Yo
ist y(z) = yoe®720) = (yge ™),

Die Losungen der inhomogenen linearen DGL erster Ordnung
y'(x) = ay(x) + B(x) ergeben sich als Summe der homogenen Lésun-
gen Ce®® und einer speziellen Losung. Man erhdlt eine spezielle Losung
durch einen Ansatz, der von [(x) abhdngt. Die unbekannten Koeffizienten
werden durch Finsetzen in die DGL bestimmt.

Storfunktion B(x) Ansatz

bo + b1z + - - - + bx™ Ao+ A+ + Apz™

(bo + b1z + -+ - + bpa™)e® | (Ag + A1z + - - + Apz™)e falls u # o
(Ao + A1z + - + Apa™)e™ falls u = o

(bo + byx + -+ - + byz™) (Ao + Az + - - + A2™) cos(wz)

- cos(w) +(Bo+ Bix + - - - + By2™) sin(wz)
(bo + bix + -+ - + byz™) (Ag+ Az + - -+ Apa™) cos(we)
-sin(wz) +(Bo+ Bix + - - - + Bja™) sin(wz)

Beweis: (fiir die homogene DGL ¢/(z) = ay). Es gilt: % = « und Integration
liefert f;? dy = [« dx+ C so dass In(y) = ax + C, also y = e**7¢ = T2,

Beispiel: AWP y/(z) = by(z) + z, y(1) = 1.

1. Schritt: Losung des homogene Systems 1/ = 5y.

y(x) = Ce™

2. Schritt: Der Ansatz fiir eine spezielle Losung des inhomogenen Systems ist:

y(x) = Ao+ A

Durch Einsetzen in die DGL erhalten wir:

Al = 5(A0 + Al.’E) +x <= A —bAy = .CE(5A1 + 1)
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Da diese Gleichung fiir alle x gilt, so folgt: A; —5A4y = 0 und 5A4; +1 = 0. Hieraus

folgt: 2549+ 1 =0, d.h. Ay = —% und A; = —%. Als spezielle Losung erhalten

wir also:
1 1

y(x) = “o5 57
3. Schritt: Die Losung der DGL ist die Summe aus der Losung des homogenen
Systems und der spezieller Losung;:
1 1

— Sz _
y(x) =Ce 5 T 5%

4. Schritt: Losung des AWP durch Einsetzen der Anfangsbedingung y(1) = 1.

6 31
1=0Ce® - — = _¢7®
Ce 5% —C T
Die Losung des AWP ist dann schliellich:
31 ., 1
v = g5 T35 5"

3.4 Lineare DGL zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Falls eine DGL neben der ersten auch die zweite Ableitung enthélt, so ist dies
eine DGL zweiter Ordnung.

Beispiel: Fiir einen elektrischen Serien-Schwingkreis mit Kondensator, Wider-
stand und Spule (siehe Abbildung 25) gilt:

U(t) = Uelt) + Unlt) + Unlt) = 5Q(0) + RQ'(1) + LQ'(1)
Durch Ableiten folgt:

U'(t)=LI"(t) + RI'(t) + lI(t)

C
wobei I(t) gesucht ist.
B T
c
(¢]
u(t)
o) R

Abbildung 25: Serien-Schwingkreis
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Definition 3.4.1 Fine lineare DGL zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizien-
ten ist durch eine Gleichung

y'(z) + ay'(z) + By(x) = ()

mit o, 5 € R und eine reellen Storfunktion y(z) gegeben. Falls v = 0 gilt, spricht
man von einer homogenen DGL zweiter Ordnung. FEine reelle Funktion y(z)
heifst Losung der DGL, falls sie die Gleichung erfillt. y(x) ist Losung des An-
fangswertproblems (AWP), falls y zusdtzlich vorgeschriebene Anfangsbedingungen

y(xo) = yo und y'(zo) = vo erfillt.
Wir betrachten zunachst die homogene DGL
y'(x) + oy (z) + By(z) =0
Wir wihlen den Ansatz y = ¢*® und erhalten die Gleichung
(M) 4+ a(eM) + B = A2eM + are™ 4 Ber = (A2 + aX + B)e? =0

Die Funktion e*® ist also genau dann Losung der DGL, wenn die “charakteristi-
sche Gleichung”
M4+al+8=0

erfiillt ist. Die Losungen A konnen z.B. mit der pq Formel bestimmt werden. Sei

D = (%)? — 8 die Diskriminante dieser quadratischen Gleichung. Es treten drei

Falle auf:

1. Fall: D > 0. Dann existieren zwei reelle Losungen A\; und Ay. Die Losungen
der DGL sind:
y(x) = CreM™ 4 Che*®

mit Cl, 02 e R.

2. Fall: D < 0. Dann existieren zwei komplexe Losungen A und . Sei A = a + bj.

Es gilt:
A

e = e cos(bx) + je** sin(bx)
und die reellen Losungen der DGL sind

y(x) = C1e™ cos(bx) + Cye™ sin(bx)
mit C,Cy € R.

[0

3. Fall: D = 0. Dann existiert nur eine (doppelte) Lésung A = —% und die
Losungen der DGL sind:

y(x) = Che 2%+ Cy x e 2°

mit Cl, Cy € R.
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Bei DGL zweiter Ordnung ist ein AWP durch die zusétzliche Angabe y(xy) =
yo und y'(z¢) = vg bestimmt. Unsere homogene DGL zweiter Ordnung kann dann
eindeutig gelost werden: die Anfangsbedingungen legen die Parameter C; und Co
fest. Zusammenfassend gilt:

Satz 3.4.2 Die homogene lineare DGL zweiter Ordnung y" (z)+oy' (x)+By(z) =
0 mit o, B € R besitzt allgemeine Losungen der Form

Ciy1 () + Caya()

mit Cp,Cy € R und reellen Funktionen yi(x),ys(z), die von den Nullstellen des
charakteristischen Polynoms N> + aX + 3 abhdngen (s.o., 3 Fille). Es gibt eine
eindeutige Losung des AWP

y'(z) + oy () + By(z) = 0, y(20) = %o , ¥'(z0) = o
d.h. die Anfangsbedingungen liefern durch Einsetzen die Parameter Cy und Cs.
Beispiele:

(a) DGL y"(x) + 2y/'(z) — 8y(x) = 0. Das charakteristische Polynom ist A% +
2\ — 8 = 0. Die Nullstellen sind A\; = 2 und \y = —4. Die Losungen dieser
DGL sind also:

y(x) = C1e* + Coe™**

mit Cl, CQ € R.

(b) DGL y"(x) + w?y(x) = 0 (Harmonischer Oszillator). Das charakteristische
Polynom ist A? + w? = 0. Die Diskriminante ist < 0 (keine reelle Losung).
Eine komplexe Losung ist A = jw. Die Losungen der DGL sind also (s.o, 2.
Fall):

y(z) = C} cos(wzx) + Cysin(wz)
Schreibt man die Anfangsbedingungen y(0) = yo und y'(0) = vy vor, so
folgt:

yo = Cy cos(0) + Cysin(0) = C
vy = —Chwsin(0) + Cow cos(0) = Cow

Also gilt: €7 = yp und Cy = ® und die eindeutige Losung des AWP ist:

y(x) = yo cos(wz) + % sin(wz) O
w
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Satz 3.4.3 Die allgemeinen Lisungen der inhomogenen linearen DGL zweiter
Ordnung y"(x) + oy (z) + Py(z) = v(x) ergeben sich als Summe der homogenen
Lésungen (s.o.) und einer speziellen Losung. Man erhdlt eine spezielle Lisung
durch einen Ansatz, der von y(x) abhdngt. Die unbekannten Koeffizienten werden
durch Finsetzen in die DGL bestimmt.

Storfunktion v(x) Ansatz

bo + bix + -+ bpa™ Ag+ Az + -+ Apa™ falls B #£ 0
x(Ap+ A1z + -+ + Apa™) falls =0, a#0
2?(Ag+ Ay + - - + Aa™) fallsao =3 =0

(bo + bix + -+ - + bpz™) | (Ao + A1z + -+ + Apx™)e™™ falls u # A, Ay

. el (Ao + Az + -+ Apx™)e"™  falls u = Ay oder
U= Ay, A\ 7’é A2
2?(Ag+ Ay + -+ + Apx™)e™  falls u = A = Ay
a cos(wz) + bsin(wx) A cos(wz) + Bsin(wz) falls jw # A1, Ao
Az cos(wx) + B sin(wz) falls jw = Ay oder
Jw = A2, A # Ay
Az? cos(wz) + Ba? sin(wz) falls jw =X = Xy
Beispiele:

(a) DGL ¢ (z) + 2y (z) — 8y(x) = ze .
1. Schritt: Losung des homogenen Systems.

y(z) = Cre** + Coe™**
2. Schritt: Spezielle Losung des inhomogenen Systems durch einen Ansatz.
y(x) = 2(Ag + Ayx)e ™ = Agwe™** + Ajz?e ™
Die Ableitungen sind:

Y (z) = Age™ — 4Agre ™ 4+ 2A 26 — 4A 2P
= Age ™ 4 (—4Ag + 24A))ze ™ — 4A 2%
y'(x) = — 4Age™* + (—4Ag + 241 )e ™ + (—4)(—4Ag + 24)) e
— 8A ze ™ + 164, 2%~
=(—8A¢ 4+ 24,)e ™ + (1649 — 16 A, )wve™" + 164 2% *"

Einsetzen in die DGL liefert:

(—8140 + 2141 + 2A0)€74x + (16A0 - 16A1 - 8140 + 4A1 - 8A0)$€74$
+(164; — 84, — 8A))x?e ™ = ge**
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Hieraus folgt: —6A49 + 2A4; = 0 und —12A4; =1, also A; = —% und Ay =
—3—16. Eine spezielle Losung ist also:

3. Schritt: Die allgemeinen Losungen der DGL sind Summe der homogenen
und der speziellen inhomogenen Losung;:
1 1

y(z) = C1e** + Che™ ™ + x(—% — Ex)e_‘lm

Betrachten wir nun die DGL 3" + 2y’ — 8y = 4sin(2z), so wahlt man den
folgenden Ansatz (2. Schritt):

y(x) = Agcos(2x) + By sin(2x)

Die Ableitungen sind y/(x) = —2Agsin(2z) + 2By cos(2z) und 3’ (x) =
—4 A cos(2x) — 4By sin(2z) und Einsetzen in die DGL ergibt:

(—4Ap + 4By — 8Ap) cos(2z) + (—4By — 4Ag — 8By) sin(2z) = 4sin(2x)
Koeffizientenvergleich fiir die Cosinus- und Sinusterme ergibt:

—12A0+ 4By =0 und — 12By —4Ao =14

Also ist By = 349 und —36A49 — 44y = 4, d.h. Ay = —
Die spezielle Losung ist daher
—1—10 cos(2x) — % sin(2x)
Die allgemeine Losung (3. Schritt) ist dann (sieche Abbildung 26):

1 _ 3
o und By = —4.

1 3
y(z) = C1e** + Che ™ — 10 cos(2x) — 10 sin(2z)

Erweitert man dies zum AWP y” 4 2y’ — 8y = 4sin(2z), y(0) = 1 und
y'(0) = —1, so konnen die Parameter C; und C5 in obiger Losung der DGL
noch berechnet werden (4. Schritt). Wir benétigen dazu noch y/(x):

1 3
Y () = 2C1e** — 4Coe™** + R sin(2z) — = cos(2x)

Man setzt die Anfangsbedingungen in y(z) und ¢/(z) ein und erhélt die
Gleichungen:

1 3
Cl+02_ﬁzlund201—402—g:—1
Dieses Gleichungssystem lost man mit dem Gauf3-Verfahren und erhélt ¢, =

% und Cs = %. Die Losung des AWP ist also:

2 13 3
y(zr) = §e2x + %6_45” ~ 10 cos(2x) — 10 sin(2z)
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Abbildung 26: Beispiele fir Losungen der DGL y" + 2y’ — 8y = 4sin(2x) (Variation

von Cy und C3).

Die Vorgehensweise beim Losen von linearen DGL
erster oder zweiten Ordnung mit konstanten Koeffi-
zienten und eines zugehorigen AWP ist also:

1. Schritt: Das homogene System losen.

2. Schritt: Eine spezielle Losung bestimmen (einen
Ansatz in das inhomogene System einsetzen und die
Parameter des Ansatzes bestimmen).

3. Schritt: Die allgemeine Losung der DGL aufschrei-
ben (homogen+speziell).

4. Schritt: Das AWP durch Einsetzen der Anfangs-
bedingungen 16sen.
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4 Lineare Abbildungen und Matrizen

4.1 Vektorraume und Untervektorraume

In der Mathematik 1 wurden bereits die Vektorraume K™ behandelt. Dabei ist
K ein Korper (z.B. R oder GF(2)) und K™ umfasst die n-dimensionalen Spalten-
(oder Zeilen-) vektoren. Vektoren kénnen addiert werden und es gibt eine skalare
Multiplikation von Zahlen aus K mit Vektoren. Auch der allgemeine Begriff des
Vektorraums ist aus dem letzten Semester bekannt:

Definition 4.1.1 Ein Vektorraum V Jber einem Korper K ist eine abelsche
Gruppe bzgl. der Vektoraddition +

+:VxV =V
mit einer skalaren Multiplikation -
o . K xV =V
Dabei sollen die folgenden Rechenregeln gelten:
(a) (u+v)+w=u+ (v+w) fir aleu,v,w eV

(b) Es existiert ein Element (Nullvektor) O € V -mit O +v = v+ O = v fir
alleveV

(c) Es existiert zu jedem v € V ein —v € V mit v+ (—v) = (—v) +v =0
(d) v+w=w+w firalev,weV

(e) M v+w)=AXv+Aw firalee K, v,w eV

(f) A+ pv=Av+pv firale\,pe K,veV

(9) Mp v) = (Apw)v fir alle \,p € K,veV

(h) 1-v=wv firaleveV

Bemerkung 4.1.2 Die ersten vier Regeln bedeuten, dass (V,+) eine abel-
sche Gruppe ist. Die iibrigen Regeln sind Distributivgesetze und Rechenregeln
fiir die skalare Multiplikation. Die letzte Regel dient der Normierung.

Beispiele:

(a) Fiir einen Korper K und ein positives n € N ist K™ ein Vektorraum (der
Standardvektorraum), z.B. R? (Ebene) oder GF(2)® (Bytes).
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(b) Die Menge aller komplexen Polynome f(z) = ag + a1z + - - - + a, 2" bilden
einen C-Vektorraum (bzgl. Polynomaddition).

(c) Die Menge aller stetigen reellen Funktionenf : [0,1] — R bilden einen
R-Vektorraum.

Wir werden uns meistens auf die Standardvektorrdume K™ (Dimension n)
und ihre Untervektorrdume (s.u.) wie im Beispiel a) beschranken. b) und ¢) sind
Beispiele von Vektorrdume von Funktionen. ¢) ist ein Beispiel fiir einen unendlich-
dimensionalen Vektorraum. Der Begriff der Dimension wird spater noch erlautert.

Definition 4.1.3 Eine nichtleere Teilmenge U eines K-Vektorraums V  heifst
Untervektorraum (UVR), falls gilt:

(a) up,ug €U = uy +us €U
(b)) e KiueU= X-uelU

Untervektorraume sind also beziiglich Addition und skalarer Multiplikation
abgeschlossen und sind ebenfalls Vektorrdaume. Der Nullvektor ist stets Element
eines UVR U (verwende hierzu Eigenschaft (b) mit A = 0 und beliebigem u € U).
Beispiele:

(a) K™ und {0} sind UVR des K™

1
(b) {A | A € R} ist ein UVR des R?, ebenso wie alle anderen Geraden
1

durch den Ursprung.

(c) {(z,y) € R* | 2> + y* = 1} (Einheitskreis) ist kein UVR im R? denn
z.B. Vielfache eines Vektors liegen im Allgemeinen nicht mehr auf dem
Einheitskreis.

(d) Geraden und Ebenen im R? durch den Ursprung O sind UVR des R3. Falls
der Ursprung nicht enthalten ist, so ist es kein UVR !

Die Menge der linearen Kombinationen von gegebenen Vektoren bildet einen
UVR:

Satz 4.1.4 Sind vy, vs,...,v, Vektoren eines K-Vektorraums V', so erqgibt
U= {/\1U1+)\202+"'+>\n7}n | /\17---7)\71 EK}

einen UVR von V', den man auch Erzeugendensystem, lineare Hiille oder (engl.)
Span von vy, v, . ..,v, nennt. Bezeichnung:

U=<uwv,v9,...,0, >

Man sagt: die Vektoren vy, vs, ..., v, erzeugen U bzw. spannen U auf.
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1 0
Beispiel: U = < | 2],] 0] > ist ein UVR im R3. U ist eine Ebene durch den
3 1
1 0
Ursprung mit den Richtungsvektoren | 2 | und | 0
3 1

Bemerkung 4.1.5 Man kann zeigen, dass Vektorraume und Untervek-
torraume stets die lineare Hiille einer Menge von Vektoren sind. Die minimal
notwendige Anzahl von Vektoren werden wir spater als Dimension bezeich-
nen.

4.2 Lineare Abbildungen

Zur Transformation von Vektoren kennen wir bereits die Multiplikation mit einer
Matrix: f(z) = A-z. Durch Multiplikation mit einer m x n Matrix A wird x € K™
auf einen Vektor y = f(x) = A-x € K™ abgebildet.

n | |

m A ® | X = )/ m

Abbildung 27: Multiplikation A -z =1y

Besitzt A die Spaltenvektoren vy, vs, ..., v, € K™ und hat x die Komponenten
T1,To, ..., T, € K, so ist

A-x=x101 + ToUs + ... 250, € K™

A - x ist also eine Linearkombinationen der Spaltenvektoren von A, wobei die
Gewichte der einzelnen Vektoren durch den Vektor z gegeben ist.

Die Abbildung x — A - z ist vertraglich mit der Addition und skalaren Viel-
fachen: A- (z+y) =A-z+ A-yund A- (Ax) = A(A - z). Diese Eigenschaft
kennzeichnet einen wichtigen Typ von Abbildungen, die linearen Abbildungen
zwischen Vektorraumen:
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Definition 4.2.1 Seien V und W Vektorrdume tuber K, z.B. V. = K" und
W = K™. FEine lineare Abbildung f : V — W st eine Abbildung mit folgen-
den Figenschaften:

(a) f(vi+v2) = f(v1) + f(ve) fir alle vi,v, € V
(b) f(Av) =X f(v) fir alle A\ € K undv €V

Zu jeder linearen Abbildung gibt es spezielle UVR im Definitions- und Ziel-
bereich:

Satz 4.2.2 Sei f : V. — W eine lineare Abbildung von K-Vektorraumen. Dann
qgilt:

(a) ker(f) ={ve V| f(v) =0} ist ein UVR von V' (der Kern der Abbildung).

(b)) im(f)={weW|IJvweV: flv)=w} (das Bild der Abbildung) ist ein
UVR von W.

Beweis:

(a) Wenn f(v1) = O und f(vy) = O gilt, dann folgt auch f(vy + v2) = f(v1) +
f(ve) =0+0=0.Fir A € K und f(v) = O gilt dann f(Av) =X f(v) =
A0 = 0.

(b) Wenn wy, wy € Wy gilt, so existieren vy, ve € V mit f(vy) = wy und f(ve) =
wsy. Dann folgt aber wy +ws = f(v1) + f(v2) = f(v1+v2), so dass wy +wy €
Wy. AuBerdem gilt fiir A € K und f(v) = w, dass A w =\ f(v) = f(A v),
so dass A w € Wy.

Kern und Bild stehen in enger Beziehung zur Injektivitdt und Subjektivitat
von linearen Abbildungen.

Satz 4.2.3 Sei f : V — W eine lineare Abbildung von K-Vektorraumen. Dann
qgilt:

(a) ker(f) = {0} <= f ist injektiv.

(b) im (f) =W < f ist surjektiv.

Beweis: a) Ubungsaufgabe. b) folgt aus der Definition des Bildes und dem Be-
griff der Surjektivitat.

Wie beschreibt man lineare Abbildungen ? Mit Hilfe von Matrizen:
Satz 4.2.4 Sei A eine m x n Matriz iber K. Dann wird durch:
lp: K" - K™ r—A-x

eine lineare Abbildung beschrieben.
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Beweis: Die Linearitatseigenschaften folgen aus den Rechenregeln fiir Matrizen.

2 1 —1
Beispiel: A = . Diese reelle Matrix definiert die lineare Abbildung
0 2 3
I4:R3 — R?:
T1
2371 + Ty — I3
lA ) -
2x9 + 373
T3

oder in Zeilenschreibweise:
la(z1, 20, x3) = (201 + 9 — X3, 229 + 33)

Nach dem Satz 4.2.4 sind also die Abbildungen, die Matrizen zugeordnet sind,
lineare Abbildungen. Nun stellt sich die Frage: werden alle linearen Abbildungen
auch durch Matrizen beschrieben ? Die Antwort ist positiv, es besteht eine 1:1
Beziehung zwischen Matrizen und linearen Abbildungen.

Satz 4.2.5 Sei f : K" — K™ eine lineare Abbildung. Dann wird f durch eine
m xn Matriz A dber K beschrieben, d.h. es gilt f(x) = Az fir alle x € K™. Man
erhdlt die zugehorige Matriz indem man die Bilder f(e;) € K™ der Einheits-
vektoren in die Spalten der Matrixz schreibt.

Lineare Abbildungen [4(z) = Az und die zugehori-
gen Matrizen A werden haufig identifiziert. Jede Ma-
trix hat eine zugeordnete lineare Abbildung und um-
gekehrt.

Beispiel einer Drehung: Bei einer Drehung um den Winkel « (gegen den Uhrzei-
gersinn und um den Ursprung) erhalten wir die folgenden Abbildung der Ein-
heitsvektoren:

1 N cos(av)
0 sin(«)

0 N sin(a)
1 cos(a)

Die Abbildungsmatrix zu einer Drehung um den Winkel « ist also

Ao cos(a) —sin(a)
sin(a)  cos(a)
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Die Matrix kann zur Drehung von Vektoren verwendet werden: Ein Vektor
v € R? geht durch Drehung in den Vektor A - v iiber.

Lineare Abbildungen erkennt man daran, dass jede Kom-
ponente des Ausgangsvektors eine lineare Kombination
der Eingangsvariablen ist. Dies bedeutet auch, dass der
Ergebnisvektor durch Multiplikation einer Abbildungs-
FUCHS matrix mit dem Eingangsvektor entsteht.

Beispiele:

(a) f(xy,29,x3,24) = 221 — X9 + Tx3 + 814 beschreibt eine lineare Abbildung
f :R* — R. Die zugehorigen Abbildungsmatrix hat nur eine Zeile:

A=(2 -1 7 8)

(b) f(x1,x9,23) = (1 + 23, jxe, (3 — 2J)x1 — T2 + Tx3) ist linear iiber C. Die
Abbildungsmatrix ist:

10 1
0 j 0
3-2j -1 7

(c) f(xy, w2, 23) = (w1, 23,sin(x3)) ist nicht linear iiber R (quadratisch in der
zweiten Komponenten, Schwingung in der dritten Komponenten).

(d) f(x1,2z2) = (1 4+ 21,2 4+ 21 — 322) ist nicht linear tiber R (wegen der Kon-
stanten), aber eine affine Abbildung. f ist Summe des linearen Anteils
(x1,77 — 3x2) und einer konstanten Verschiebung um (1,2). Solche Ab-
bildungen konnen jedoch mit homogenen Koordinaten linear beschrieben
werden (sieche Abschnitt 4.8).

(e) f(b1,ba,b3,by) = (bo, by, b3,b1 + by) ist linear iiber GF(2). Eine allgemeine
boolesche Funktionen GF(2)" — GF(2) ist linear, falls sie durch eine reine
Summe (+ bzw. XOR) der Variablen beschrieben wird, d.h. keine Produkte
und keine Konstante.

Mit Hilfe der Matrix lassen sich auch Kern und Bild explizit bestimmen:

Satz 4.2.6 Sei f: K" — K™ eine lineare Abbildung mit zugehoriger Matriz A.
Dann gilt: ker(f) ist die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems Az = 0.
im (f) ist die lineare Hiille der Spaltenvektoren von A.

Beispiele:
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<a> Sei f<x1,$2,x3) = (21‘1 + X9 — x372x2 + 33:3) Es gﬂt f(17070) = (270)7
£(0,1,0) = (1,2) und f(0,0,1) = (—1,3). Schreibt man diese Bildvektoren

in die Spalten, so erhalt man:

2 1 -1
A= und f(x) = Ax
0 2 3

Das Bild von f ist der UVR aus den Spaltenvektoren und stimmt hier
mit dem Zielbereich R? iiberein (d.h. f ist surjektiv). Der Kern von f ist
hingegen die Losungsmenge des LGS Az = 0 und ein echter UVR im R3.
Die Matrix A ist bereits in Trapezform: 3 ist freie Variable und die zweite

Zeile ergibt: 229 = —3x3, d.h. x5 = —%xg. Einsetzen in die erste Zeile liefert:
2r1 — %$3 —x3 = 0, also 1 = %l‘g. Die Losungsmenge besteht aus allen
x € R? mit
5/4
r = I3 —3/2 , T3 € R
1

Also folgt:

5

kerf=<]-6]>
4

(b) Paritétsbit: Jeweils 7 Nachrichten-Bits werde zur Fehlererkennung ein Pa-
ritatsbit angehangt, das 1 sei bei einer ungeraden Anzahl von Einsen, und 0
bei einer geraden Anzahl. Dies wird durch folgende Abbildung beschrieben:

f: GF(22)" — GF(2)®
(bla b?a b37 b47 b5a b67 b7) = (b17 b?v b3a b47 b57 bﬁa b77 bl + b2 + b3 + b4 + b5 + bG + b7>

Die zugehorige 8 x 7 Abbildungsmatrix iiber GF(2) ist:

_ O O O O O O =
_ O O O O O = o
— O © © © ~ © o
_ O O O R o o o
_ O O = O O o o
_— ©O R ©O © © © o©
_ _ O O O O o o
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Das Bild von f ist die lineare Hiille der 7 Spaltenvektoren dieser Matrix
und ein UVR im GF(2)®. Der Kern von f besteht nur aus dem Nullvektor
(f ist injektiv).

Kodierung: 4 Datenbits werden beim (7,4)-Hamming-Code zur Fehlerer-
kennung und -korrektur durch 7-Bit Worter kodiert. Die Kodierung ist eine
lineare Abbildung g : GF(2)* — GF(2)7, die durch eine 7 x 4-Matrix G
beschrieben wird: g(z) = G - x mit

1
0
0
G=1|0
1
0
1

0
1
0
0
1
1
1

S = = O = O O
= = O = O O O

Das Bild im (g) ist die lineare Hiille der 4 Spaltenvektoren von G. Da die
Koeffizienten jeweils nur 0 oder 1 sein konnen, besteht das Bild von g aus
2% = 16 sogenannten Codewdrtern. Der Kern von g ist Null, d.h. g ist
injektiv.

Der obige (7,4)-Hamming-Code kann auch durch eine Kontrollmatrix be-

schrieben werden. Hierzu betrachtet man die lineare Abbildung
h:GF(2)" — GF(2)? mit h(z) = H - x und

1110100
H=10111010
1101001

Der Kern von h besteht gerade aus den 16 Codewortern. Ein Vektor x €
GF(2)" kann mit der Gleichung H -z = O iiberpriift werden, die genau von
den Codewoértern erfiillt wird.

Die Komposition (Hintereinanderausfithrung, Verkettung) von linearen Ab-
bildungen entspricht der Multiplikation von Matrizen:

Satz 4.2.7 Seien f : K™ — K™ und g : K¥ — K" zwei lineare Abbildungen
mit zugehoriger m X n Matriz A und n X k Matriz B. Dann ist die Komposition
fog:KF— K™ ebenfalls linear mit der m x k Abbildungsmatrizc AB.

Beispiel: Betrachtet man die Hintereinanderausfiihrung von g : GF(2)* — GF(2)”
und h : GF(2)" — GF(2)? (s.o. Beispiele zum Hamming-Code), so wird h o g
durch das Matrixprodukt H - G beschrieben. Man verifiziert, dass H - G = O
(Nullmatrix) gilt. In der Tat ist auch h o g = 0, denn die Bilder von g sind die
Codeworter, die wiederum im Kern von A liegen.
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4.3 Lineare Unabhangigkeit, Dimension und Rang

Fiir die weitere Klassifikation und Untersuchung von linearen Abbildungen und
Matrizen ist der Begriff der linearen Unabhangigkeit wichtig.

Definition 4.3.1 Die Vektoren vy, vs,...,v, € V heiffen linear unabhangig, falls
die Gleichung

T1V1 + Xovg + -+ 20, =0

nur durch ry = x9 = --- = x, = 0 geldst wird (triviale Lésung). Ist V = K™
und schreibt man die Vektoren vy, v, ..., v, in Spalten einer m x n Matriz A, so
bedeutet dies: das lineare Gleichungssystem Ax = 0 wird nur durch den Nullvektor
gelost. Anderenfalls (d.h. falls ein nichttrivialer Lisungsvektor existiert) sind die
Vektoren linear abhdngig.

Lineare Unabhangigkeit bedeutet, dass keiner der Vektoren durch eine Li-
nearkombination der anderen dargestellt werden kann; es existiert also keine
Abhéngigkeit zwischen den Vektoren. Umgekehrt bedeutet lineare Abhéngigkeit,
dass mindestens einer der Vektoren als Linearkombination der anderen Vektoren
dargestellt werden kann.

Beispiele:
-9 1
(a) Die beiden Vektoren v; = , v = | ? | €R?sind linear unabhingig:
2 3
Man 16st das zugehorige LGS

2 1o

2 3|10 ) I+11

2 1] o0

0 Z10

Daraus folgt %:1:2 =0, also zo = 0. Aus Gleichung I folgt dann —2z; = 0,
also auch xy; = 0. Das LGS hat also nur die triviale Losung = = O.

1 3 2
(b) Untersucht man nun die Vektoren vy = |2 |, vo =] 8 |, v3 = | 3| im
5 19 8

R3 auf lineare Unabhiingigkeit, so ergibt sich ein LGS mit der folgenden
Koeffizientenmatrix:
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13 2|0
28 3|0 | (=2)-I+1I
5 19 8| 0 ) (=5)-I1+1III
132 |0
02 —1]0
04 =20 ) (=2)-IT+1III
132 |o
02 —1]0
000 |0

Die dritte Zeile fallt weg, es gibt eine freie Variable (z3). Wahlt man z.B.

rg3 = 1, so folgt mit I1: zo = % und mit I: z; = —%. Es gibt also eine
nichttriviale Losung, die drei Vektoren sind also linear abhangig. Es gilt
7 1
U3 = U] — =0V
3= 5V 5t

Der Vektor v3 ist also abhangig von v; und vs und liegt in der von v; und
v aufgespannten Ebene.

In K? sind maximal 2 Vektoren linear unabhingig, im K? hochstens 3 Vektoren

USW.

Satz 4.3.2 Die Vektoren vi,vs,...,v, € K™ sind immer linear abhdangig, falls
n>m.

Definition 4.3.3 Die Dimension dim(V') eines Vektorraums (oder UVR) V ist
die mazimale Anzahl von linear unabhdngigen Vektoren in diesem Raum.

Beispiele:

(a)

dim(K™) = n, denn die Einheitsvektoren ey, e, . . ., ¢, sind linear unabhéngig.
Jeder weiterer Vektor ist Linearkombination dieser Vektoren, also abhangig,
so dass das System der Einheitsvektoren nicht durch unabhéngige Vektoren
erweitert werden kann.

Falls U = < vy,vy,...,0, >, so ist die Dimension von U die maximale
Anzahl der Vektoren vy, vs, ..., v,, die linear unabhéngig sind.

Die Dimension einer Gerade (durch den Ursprung) im R" (z.B. n = 2) ist
gleich 1. Jeder Vektor auf der Geraden (ungleich O) ist als einelementi-
ge Menge linear unabhangig. Fiigt man weitere Vektoren auf der Geraden
hinzu, so wird das System linear abhangig.
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(d) Die Dimension einer Ebene (durch den Ursprung) im R? ist gleich 2. Je-
weils zwei nicht-kollineare Vektoren sind linear unabhangig. Drei oder mehr
Vektoren einer Ebene sind immer linear abhangig.

Definition 4.3.4 Sei V' ein Vektorraum (oder UVR) der Dimension n. Eine
mazimale Menge von linear unabhangigen Vektoren, d.h. eine Menge von n li-
near unabhangigen Vektoren in einem Vektorraum der Dimension n, wird Basis
genannt.

Bemerkung 4.3.5 Falls {v;,vs,...,v,} eine Basis von V ist, so gilt
V=<uwv,v,...,0, >.

Die lineare Hiille der Basisvektoren ergibt (wegen der Maximalitdt) den ge-
samten Vektorraum. Eine Basis ist daher auch ein sogenanntes Erzeugenden-
system von V. Man kann eine Basis daher auch so definieren: eine Basis ist
eine Menge von Vektoren, die linear unabhdangig sind und ein Erzeugenden-
system des Vektorraums bilden.

Definition 4.3.6 Sei V' = R". Eine Orthonormalbasis (ONB) {v,...,v,}
ist eine Basis von V' mit der zusdtzlichen Eigenschaft v; - v; = 0 fiir i # j sowie
v;-v; = 1. Die Vektoren einer ONB sind also paarweise orthogonal und ihre Norm
ist 1 (d.h. sie sind normiert).

Bemerkung 4.3.7 Der Begriff der ONB lasst sich auch auf die komplexen
Vektorraume C" iibertragen. Allerdings muss bei der Berechnung des Skalar-
produktes jeweils der zweite Faktor komplex konjugiert werden.

Beispiele:

(a) Die Standardeinheitsvektoren {ey, es, ..., e,} bilden eine Orthonormalbasis
des R™ und C", aber es existieren nattirlich viele weitere ONB.

2
(b) Die beiden Vektoren b; = und by = bilden eine Basis des R?
2 1

und {\/igbl, \/igbg} ist sogar eine ONB.
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(c) Die komplexen Vektoren ¢; = - und ¢ = bilden eine Basis des
0 J

C?, dennes gilt ¢;-c; = (=5)(=j) +0=1,c2-co =0+3jj =1, cjc = 0.

1 0 1 1
(d) Seien v; = | 1|, va = |1|,v3s = 0], vu = | 0] im Vektorraum
0 1 0 1

GF(2)% gegeben. Dann gilt: {v1,ve,v3} sind linear unabhingig (Nachweis
z.B. durch Losung des entsprechenden Gleichungssystems) und daher eine
Basis des GF(2)3. Die Vektoren {vy, v, v4} sind dagegen linear abhingig
(es gilt z.B. vy = vy + v9) bilden daher keine Basis. ONBs konnen nicht
existieren, da es sich um einen GF'(2)-Vektorraum handelt.

(e) Bei der diskreten Fouriertransformation (die wir hier nicht néher bespre-
chen) wird die folgende orthogonale Fourier-Basis des C" verwendet:

1
j2m
n

e’

. >
Vo, V1y -+ ., Up_1 mit v, = leQk eqr

Alle Komponenten von vy, sind n-te Einheitswurzeln (d.h. komplexe n-te

Wurzeln von 1). Man zeigt, dass v, - v, = 0 fiir kK # [ und vy - v, = n
gilt. Die Vektoren sind also orthogonal, aber nicht normiert. Das System
\/iﬁvo, e ann_l ist dann eine ONB des C™.

(f) Ein einfacher Spezialfall von d) ergibt sich fiir n = 2. Dann gilt:

Die Vektoren \%vo und \%vl bilden eine ONB von R? und C2.

Bemerkung 4.3.8 Eine ONB ist gegeniiber der Standardeinheitsbasis nur
gedreht oder gespiegelt, die Vektoren sind ebenso wie die Standardbasis or-
thogonal und normiert. ONB gehoren daher meistens zu den bevorzugten
Basen.
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In einer engen Beziehung zur Dimension steht der Rang einer Matrix. Es
existieren zunachst drei verschiedene Moglichkeiten den Rang zu definieren:

Definition 4.3.9 Sei A eine m xn Matriz. Dann ist der Zeilenrang die mazxima-
le Anzahl linear unabhangiger Zeilenvektoren, der Spaltenrang ist die maximale
Anzahl linear unabhdngiger Spaltenvektoren, und der Rang der linearen Abbildung
L4 ist die Dimension des Bildraums im (14), d.h. rg(A) = dim(im (14)).

Satz 4.3.10 FEs qilt Zeilenrang = Spaltenrang = Rang der zugehdrigen lineare
Abbildung. Man spricht daher insgesamt vom Rang rg(A) einer Matriz A bzw.
rg (f) einer linearen Abbildung f.

Beweis: Wir zeigen nur, dass der Spaltenrang einer Matrix A gleich dem Rang
von [ ist. Der Bildraum von 4 sind gerade alle Vektoren y der Form Az, wobei
x € K" beliebig ist. Es gentigt aber, fiir x zunéchst nur die Elemente einer Basis
des K™ einzusetzen (z.B. die Standardbasis e, eq,...,e,), da sich alle anderen
Vektoren als Linearkombination ergeben. Dann gilt fiir den Bildraum:

im (l4) = < Aey, Aes, ..., Ae, >

Die Vektoren Ae; sind genau die Spaltenvektoren von A, so dass die Dimension
von im ({4) (d.h. der Rang von l4) gerade die maximale Anzahl der unabhéngigen
Spaltenvektoren von A ist. O

Bemerkung 4.3.11 Fir Berechnungen des Rangs ist von besonderer Bedeu-
tung, dass Gaufi’sche Zeilen- (oder Spalten-) Umformungen den Rang nicht
andern. Soll der Rang also bestimmt werden, so nimmt man solange Zeilenum-
formungen vor, bis man die maximale Zahl von linear unabhangigen Zeilen
ablesen kann. Konkret geht man so vor: man tiberfiihrt eine gegebene Matrix
A durch Zeilenumformungen und ggf. Zeilen- und Spaltenvertauschungen in
die folgende Trapezform (Zeilenstufenform):

by * *x %
0 b2 * ok
0 0 b, =
0 0 0 O
0 0 0 O

wobei alle Diagonaleintriage by, b, . .., b # 0 sind. Dann gilt: rg (A) = k.
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1 3 2
Beispiel: Betrachte die Matrix A = | 2 8 3 |. Diese Matrix wird zur Bestim-
5 19 8

mung des Rangs mit GauBschen Zeilenumformungen in Trapezform (Zeilenstu-
fenform) gebracht (vgl. Beispiel b) zu Definition 4.3.1):

13 2
2 8 3| (=2)-1+1I
519 8 ) (=5)-I+1II
13 2
02 -1
0 4 -2 ) (=2)-IT+1II

1 3 2
0 2 -1
000

Daraus folgt: rg (A) = 2. Daher ist auch der Spaltenrang gleich 2, es gibt also
nur 2 (und nicht 3) linear unabhéngige Spaltenvektoren, wie bereits in Beispiel
b) zu 4.3.1 festgestellt wurde. Entsprechend ist auch der Zeilenrang gleich 2,
z.B. sind die ersten beiden Zeilen linear unabhangig und die dritte Zeile ist eine
Linearkombination der ersten beiden (I +2-17). A ist ein Beispiel einer singuldren
Matrix.

Definition 4.3.12 FEine quadratische n x n Matrixz heifst requldr, falls der Rang
mazximal ist, d.h. falls rg (A) = n gilt. Anderenfalls heift sie singuldr.

Reguldre n x n Matrizen lassen sich also durch Zeilenumformungen (und
gef. Spaltenvertauschungen) in Dreiecksform bringen, wobei alle Diagonaleintrége

bl,bg,...,bn 7é 0 sind:

Aus dem letzten Semester wissen wir bereits, dass solche Matrizen in die Ein-
heitsmatrix iiberfiihrt werden konnen und daher invertierbar sind. Die reguldren
Matrizen sind genau die invertierbaren Matrizen:
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Satz 4.3.13 Sei f : K" — K" eine lineare Abbildung mit der quadratischen
Abbildungsmatriz A. Die folgende Aussagen sind dquivalent:

(a) f ist bijektiv.
(b) A ist invertierbar, d.h. A~' ezistiert.
(c) A ist requldr, d.h. rg(A) = n.
(d) Die Spaltenvektoren von A sind linear unabhdingig.
(e) Die Zeilenvektoren von A sind linear unabhdingig.
(f) ker(f) ={0}.
(9) im (f) = K™.
Mit Hilfe der Determinante existiert sogar noch eine weitere dquivalente Aus-

sage.

4.4 Determinante

Die Regularitéit einer Matrix kann durch GauBsche Zeilenumformungen festge-
stellt werden. Alternativ bestimmt man die Determinante (eine eindimensionale
Kenngrofie), die angibt ob eine Matrix regulér ist.

a;L a
Definition 4.4.1 Sei A = e etne 2 x 2 Matriz. Dann ist die Deter-

Q21 Q22
minante det(A) € K so definiert:

a1 a2

det(A) = = Q1122 — Q21412
Q21 A2
o -2 1
Beispiel: =-8-3=-11
3 4
ajp a2 Az
Definition 4.4.2 Sei A = | ay a9 ags | eine 3 x 3 Matriz. Dann ist die

as1 azz Gsg
Determinante det(A) € K wie folgt definiert:

Ag22 A3 a21 Q23 a21 A2
det(A) = a1 — Q12 + a3

agz2 as3 @31 ass a3y as2
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1 2 3
o 5 6 4 6 4 5
Beispiel: |4 5 6| =1 -2 +3
8 9 79 7 8
7 8 9

— (45 — 48) — 2(36 — 42) + 3(32 — 35) = =34+ 12 — 9 = 0.

Bemerkung 4.4.3 Es existiert eine weitere Moglichkeit, 3 x3 Determinanten
auszurechnen (Sarrus-Regel).

Nach einem ahnlichen Verfahren kann die Determinante von grofieren Matri-
zen bestimmt werden:

Definition 4.4.4 Sei A = (a;;) eine n x n Matriz. Dann definiert man:
det(A) = a1 det(All) — Q12 det(Alg) +..-+£ Q1np det(Aln)

wobei Ay; die (n — 1) x (n — 1) Matriz ist, die durch Streichen der ersten Zeile
und i-ten Spalte entsteht.

Bemerkung 4.4.5 Dies ist die Laplacesche Entwicklung nach der ersten Zei-
le. Man kann auf &hnliche Weise auch nach den anderen Zeilen (oder Spalten)
entwickeln. Das Vorzeichen der Unterdeterminanten wechselt wie in einem
Schachbrett zwischen + und —.

Beispiel: Entwicklung nach der ersten Zeile ergibt:

2 0 0 1
2 3 0 1 2 3
1 2 3 0
=26 7 8 |—|5 6 7|=2-112-0=224
5 6 7 8
10 11 —12 9 10 11
9 10 11 —-12

Satz 4.4.6 Sei A eine quadratische Matriz. Dann ist A genau dann reguldr,
wenn det(A) # 0 gilt.

Beispiele:
1 2 3
(a) Die Matrix [4 5 6| (s.0.) ist singulér.
789
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. . cos(a) —sin(a)\ . . :
(b) Die Drehmatrizen sind stets regulér, denn ihre De-
sin(a)  cos(a)
terminante ist cos?(a) + sin®(a) = 1. Die zugehorige Abbildung ist also
bijektiv, was ja auch deshalb gilt, weil eine Drehung durch die entgegenge-
setzte Drehung invertiert wird.

Regularitat lasst sich auch durch eine Rangiliberlegung
und elementaren Umformungen der Matrix feststellen.

Die Determinante ist hierzu nicht immer die effizienteste
Methode.

Bemerkung 4.4.7 Vorsicht bei sehr kleinen Determinanten (z.B. det(A) =
107'?). Eine solche Matrix kann regulér sein, aber der Wert kann durch nume-
rische Berechnungen auch einen Fehler aufweisen, so dass die Determinante
eigentlich Null und die Matrix entsprechend singular ist.

Satz 4.4.8 Die Determinante hat die folgenden Eigenschaften:

(a) Der Wert der Determinante dndert sich nicht, wenn man Vielfache einer
Zeile oder Spalte zu einer anderen addiert.

(b) Multipliziert man eine Zeile mit ¢, so multipliziert sich der Wert der De-
terminante ebenfalls mit c.

(¢) Die Determinante ist eine lineare Abbildung, wenn man eine Zeile oder
Spalte variiert und die tibrigen konstant lasst.

(d) Die Determinante ist gleich 0, wenn in zwei Zeilen oder Spalten der gleiche
Vektor steht. Ihr Vorzeichen andert sich, wenn man zwei Zeilen oder Spalten
vertauscht.

(e) det(cA) = c"det(A) fir eine n x n Matriz A
(f) det(AB) = det(A) det(B)
(g) det(AT) = det(A)

(h) Die Determinante einer Matriz in Dreiecksgestalt ist gleich dem Produkt
der Diagonalelemente.
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2 1 4
Beispiel (zu h): [0 —3 0[=2-(-3) 1= —6.
0 0 1

Bemerkung 4.4.9 Die Determinante ist linear in jeder Zeile oder Spalte und
Vertauschungen von zwei Zeilen oder Spalten verdndern das Vorzeichen. Man
sagt, die Determinante ist eine alternierende Multilinearform.

Die Determinante hat die folgende geometrische Bedeutung:

Satz 4.4.10 (a) Fir eine reelle 2 x 2 Matriz A ist |det(A)| die Fldache des
Parallelogramms, das die beiden Spaltenvektoren im R? aufspannen.

(b) Fliir eine reelle 3 x 3 Matriz A ist | det(A)| das Volumen des Parallelepipeds
(Spats), das von den drei Spaltenvektoren im R3 aufgespannt wird.

Die inverse Matrix kann mit Hilfe der Determinante bestimmt werden. Wir
nennen diese Formel nur fur 2 x 2 Matrizen.

a;; a
Satz 4.4.11 Sei A= [ ' | eine requldre Matriz (d.h. det(A) # 0). Dann
Q21 Q22
qgilt:
1 a2 —0a12
det(A) —az1 a1l

Bemerkung 4.4.12 Es existiert eine geschlossene Formel zur Invertierung
von n X n Matrizen sowie zur Losung von reguliaren LGS mit Hilfe der De-
terminante (Cramersche Regel). Da dies aber in der Regel mehr Aufwand als
GauBlsche Zeilenumformungen erfordert, wird dies hier nicht weiter bespro-
chen.

4.5 Orthogonale Abbildungen und Matrizen

Definition 4.5.1 FEine regulare Matriz A iber R (und die zugehoérige lineare
Abbildung) heifit orthogonal, falls

At = AT
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Fiir orthogonale Matrizen gilt also AAT = E und AT A = E. Da die Zeilen von
AT gerade die Spalten von A sind (und umgekehrt), bedeuten diese Gleichungen
nach Definition der Matrizenmultiplikation: das Skalarprodukt der Spaltenvek-
toren von A ist 0 (bei verschiedenen Spalten) bzw. 1 (bei gleichen Spalten). Die
Spaltenvektoren sind also normiert (Lénge 1) und senkrecht zueinander, bilden
also eine Orthonormalbasis. Eine entsprechende Aussagen gilt auch fiir die Zei-
lenvektoren.

Satz 4.5.2 Fine reelle Matriz A ist genau dann orthogonal, wenn ihre Spalten-
vektoren (oder ihre Zeilenvektoren) eine ONB bilden.

Orthogonale Abbildungen sind verzerrungsfrei:
Satz 4.5.3 Orthogonale Abbildungen sind langen- und winkelerhaltend.

Beweis: Linge (Norm) und Winkel sind mit Hilfe des Skalarproduktes auf dem
R™ definiert (vgl. Mathematik 1). Es ist also zu zeigen, dass das Skalarprodukt
bei orthogonalen Abbildungen erhalten bleibt. Seien v, w € R™ und A eine ortho-
gonale Matrix. Dann gilt:

(Av) - (Aw) = (A- )T - (A-w) =0T - AT A w=0v" - w=v-w
wobei die Produktzeichen links und rechts das Skalarprodukt bezeichnen, und die

iibrigen Punkte die Matrizenmultiplikation. U

Beispiele fiir orthogonale Matrizen und Abbildungen:

' cos(a) —sin(a) 0
(a) Drehmatrizen Z?S((a; _C(S):(l((;) bzw. | sin(a) cos(a) 0
in(a a 0 0 .

(Drehung in der x, y-Ebene).

(b) Spiegelung an der z-Achse:
0 -1

1 0 0
(c) Spiegelung an der z, z-Ebene: | 0 —1 0
0 0 1

cos(a) 0 —sin(a)
(d) Drehspiegelung 0 -1 0

sinf) 0 cos(a)
(Drehung in der z, z-Ebene und Spiegelung an der x, z-Ebene).
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Bemerkung 4.5.4 Man kann zeigen, dass orthogonale Abbildungen stets
Kombinationen von Drehungen und Spiegelungen sind. Bei den Beispielen
oben waren die Dreh- oder Spiegelachsen auf den Koordinatenachsen, was
einen Spezialfall darstellt. Mit Hilfe eines Basiswechsels (s.u.) lasst sich aber
auch der Fall allgemeiner Dreh- oder Spiegelachsen gut beschreiben.

Eine Matrix A ist orthogonal, falls sie AAT = E erfiillt.
Dies ist eine einfache Priifmoglichkeit ohne die inverse

Matrix zu bestimmen ! Falls die Gleichung gilt, so ist
A7t = AT,

4.6 Eigenwerte und Eigenvektoren

Betrachtet man eine lineare Abbildung f : K™ — K™ mit zugehoriger n X n
Matrix A, so ist diese besonders einfach fiir diejenigen Vektoren v, die nur auf
ein Vielfaches abgebildet werden, d.h.

f(v) =Av =)

Solche Vektoren v heiflen Eigenvektoren, und der zugehorige Faktor \ Eigenwert.
Der eindimensionale Unterraum < v > eines Eigenvektors wird dann auf sich
abgebildet und ist eine invariante Achse der Abbildung. In giinstigen Fallen exi-
stieren n linear unabhéngige Eigenvektoren (d.h. eine Basis aus Figenvektoren),
so dass die gesamte lineare Abbildung dann mit Hilfe dieser Vektoren einfach
durch eine Summe von Streckungen beschrieben werden kann.

Definition 4.6.1 Sei A eine n x n Matrix iber K. FEin Vektor v # O heifit
Eigenvektor zum Figenwert A € K, falls gilt:

Av =M

Der FEigenraum zum Figenwert X ist die Menge aller Eigenvektoren mait dem
Eigenwert X einschliefSlich dem Nullvektor.

-3
Beispiel: A = . Dann ist der Einheitsvektor e; Eigenvektor zum Eigen-
0 4

wert —3, und ey Eigenvektor zum Eigenwert 4.
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Spezialfall X = 0 : Falls A = 0 ein Eigenwert von A ist, so ist der Eigenraum zum
Eigenwert 0 gleich dem Kern von A. Falls 0 kein Eigenwert ist, so ist die Matrix
regular.

Bemerkung 4.6.2 Der Eigenraum zum Eigenwert A ist die Losungsmenge
des linearen Gleichungssytems Ax = Az. Dies ist aquivalent zu

(A= \E)z =0

so dass der Eigenraum als Losungsmenge eines homogenen LGS berechnet
werden kann.

Wie werden Eigenwerte und Eigenvektoren berechnet ? Bei komplizierteren Ma-
trizen kann man die Eigenvektoren und -werte nicht direkt ablesen. Man ermittelt
zuerst die Eigenwerte und dann getrennt fiir jeden Eigenwert durch Losung eines
LGS (s.0.) die Eigenvektoren und den Eigenraum.

Satz 4.6.3 )\ € K ist genau dann FEigenwert einer quadratischen Matriz A, falls
det(A — AE) = 0.

Beweis: Av = v & Av— v =0 < (A— AE)v = 0. A — \E ist eine qua-
dratische Matrix und es existiert nur dann eine nicht-triviale Losung des LGS
(A — AE)v = O, wenn die Matrix singulér ist, d.h. wenn det(A — AE) =0. O

Man nennt p(\) = det(A — AE) das charakteristische Polynom. Zur Bestimmung
der Eigenwerte A setzt man die charakteristische Polynome p(A) = 0 und 16st

nach A\ auf. Dann bestimmt man fiir jeden Eigenwert A getrennt den Eigenraum,
indem man das LGS (A — AF)v = O 106st.

6 —4
Beispiel: A = , K = R. Dann gilt:
2 0
6—\ —4 )
p(A) = det(A — AE) = = (6—A)(=\) — (—8) =A% — 6A+38
9  _

Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms, d.h. die Eigenwerte von A, sind
2 und 4.

Nun bestimmt man die Eigenvektoren zu A; = 2. Dazu 16st man das LGS
(A—2E)x =0, d.h.
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4 —41 0
2 =210
4 —41 0
0 O 0

Setzt man x4 als freie Variable, so erhélt man x; = x5 und der Losungsraum
(Eigenraum zum Eigenwert 2) ist

1 1
{z2 | 2o eR} =< >
1 1

1
1

ist z.B. ein Eigenvektor zum Eigenwert 2.

Anschliefend werden die Eigenvektoren zum Eigenwert 4 bestimmt. Dazu 16st

man das LGS (A — 4F)z = O, d.h.

2 =410
2 =410
2 =410
0 O 0

Setzt man x, als freie Variable, so erhalt man x; = 2x5 und der Loésungsraum
(Eigenraum zum Eigenwert 4) ist

2 2
{2 | 2o e R} = < >
1 1

ist z.B. ein Eigenvektor zum Eigenwert 4.
1

Erst mit Hilfe des charakteristischen Polynoms die Eigen-
werte bestimmen und dann fiir jeden Eigenwert getrennt
durch Losung des LGS (A — AE)xz = O den Eigenraum
ausrechnen. Fiir einen Eigenwert A\ muss die Losungs-
menge mindestens eindimensional sein (d.h. mindestens
eine freie Variable).




83 4 LINEARE ABBILDUNGEN UND MATRIZEN

Beispiel einer Drehmatriz: Das charakteristische Polynom der Matrix

cos(a) —sin(a)\ . '
ist p(\) = (cos(a) — \)2 + sin?(a) = \2 — 2cos(a)\ + 1.
dn()  cos(a) p(A) = (cos(a) — A)* +sin”(a) () +

Die Nullstellen, d.h. die Eigenwerte sind:
A2 = cos(a) £ /cos?(a) — 1

Ein reeller Eigenwert existiert also nur, wenn cos(a) = %1 gilt, also fir « = 0
oder a = 7 (Drehungen um den Winkel 0 oder 7). Allerdings existieren komplexe
Eigenwerte, wenn man die Drehmatrix tiber C betrachtet.

Satz 4.6.4 Sei A eine Dreiecksmatrix. Dann sind die Eigenwerte genau die Dia-
gonaleintrage der Matrix.

Beweis: Sei A die folgende Dreiecksmatrix:

by * *x %

0 b
A: o k%

Dann gilt: det(A — AE) = (by — A)(ba — A) ... (b, — A). Die Nullstellen des cha-
rakteristischen Polynoms (d.h. die Eigenwerte) sind daher by, bs, ..., b,. O

Vorsicht: zur Bestimmung von Eigenwerten sind Zeilen-
(oder Spalten-)umformungen nicht zugelassen. Diese las-
sen zwar den Rang und die Losungsmenge von Glei-
chungssystemen unverandert, aber nicht die Eigenwerte
und Eigenvektoren!

Satz 4.6.5 Sei A eine quadratische Matriz und X ein Eigenwert. Dann ist die
Dimension des Figenraums zu A hochstens so grof§ wie die Vielfachheit der Null-
stelle X\ im charakteristischen Polynom.

Bemerkung 4.6.6 Die Dimension des Eigenraums zu A heifit geometrische
Vielfachheit, die Vielfachheit der Nullstelle A im charakteristischen Polynom
algebraische Vielfachheit. Fur alle Eigenwerte \ gilt:

algebraische Vielfachheit > geometrische Vielfachheit.
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Bei einfachen Nullstellen im charakteristischen Polynoms ist die Dimension
des zugehorigen Eigenraums gleich 1 (algebraische und geometrische Vielfachheit
sind 1). Bei mehrfachen Nullstellen kann die Dimension des Eigenraums kleiner
sein als die algebraische Vielfachheit; in diesem Fall gibt es dann keine Basis aus
Evgenvektoren.

210
Beispiel: A= 10 2 1. Da A eine Dreiecksmatrix ist, folgt nach Satz 4.6.4:

0 0 2
A = 2 ist der einzige Eigenwert. In der Tat gilt:
2—A 1 0
det(A—AE)=det| 0 2—-)x 1 [|=2-))?°
0 0 2-2A

Der Eigenwert A = 2 hat die algebraische Vielfachheit 3. Zur Bestimmung des
Eigenraums lost man das LGS:

010 0
00 1lz=10
0 00 0
1
Der Losungsraum (Eigenraum) ist < | 0 | >, hat also nur die Dimension 1. Da
0

es keine weiteren Eigenwerte gibt, gibt es nur einen unabhéngigen Eigenvektor,
d.h. es existiert keine Basis aus Eigenvektoren.

Symmetrische Matrizen besitzen allerdings “geniigend viele” Eigenvektoren:

Satz 4.6.7 Sei A eine symmetrische n x n Matriz (A = AT) diber R. Dann
zerfallt das charakteristische Polynom tiber R in n Linearfaktoren und es existiert
sogar eine Orthonormalbasis aus Figenvektoren von A.

2 2
Beispiel: Sei A = . Die Eigenwerte sind \; = 3 und Ay = —2 und die
2 —1

zugehorigen FEigenvektoren sind vy, = und vy = . v; und vy sind
1

orthogonal und die Vektoren \/Lgvl und \/Lgvg bilden eine ONB aus Eigenvektoren
von A.
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4.7 Koordinaten und Basiswechsel

Fiir die Vektorraume K" steht uns die Standardbasis ey, es, ..., €, zur Verfligung.
Es lassen sich aber auch andere Basen verwenden.

Beispiel: v = = —3e; + 4ey. Die Koordinaten sind (—3,4). Der Vektor v
4

1
lasst sich aber auch mit Hilfe der Basis b; = und by = darstellen:

v = by + 2by. Die Koordinaten sind dann (1,2).

Definition 4.7.1 Sei B = {by,bs,...,b,} eine Basis eines n-dimensionalen Vek-
torraums V uber K (z.B. K™) und v € V' ein Vektor. Dann heiflen (c1,ca, . .., cp)
Koordinaten (bzw. Koordinatenvektor) von v beziglich der Basis B, falls gilt:

v =c1by +cobo + - +cpby,

Die Koordinaten bzgl. der Standardeinheitsbasis eq, es, ..., e, heiffen kartesische
Koordinaten.
Beispiel (s.0.): v = 7] hat beziiglich der Standardeinheitsbasis die kartesi-
4
: - : 1 —2
schen Koordinaten (—3,4) und beziiglich der Basis b; = und by =
2 1

die Koordinaten (1,2).

Anwendungsbeispiel: Die Koordinaten bei der Darstellung eines komplexen Da-
tenvektors bzgl. der Fourier-Basis des C" (siehe Beispiel (d), (e) zu Definition
4.3.6) heiBen diskrete Fourierkoeffizienten. Sie liefern Informationen tiber die Fre-

1
quenzverteilung. Im einfachen Fall n = 2 betrachtet man die Basis b; = und
1
by = . Gilt nun v = ¢1b1 + c2b9, so ist die Koordinate ¢; der Tiefpass- und

-1
¢y der Hochpassanteil (Frequenzen 0 bzw. %) Fiir einen allgemeinen Datenvektor
der Lange n liefern die Koeffizienten der Fourier-Basis (die diskreten Fourier-
Koeffizienten) die Frequenzanteile. Der Basiswechsel zur Fourier-Basis entspricht

dann dem Ubergang vom Zeit- in den Frequenzbereich und wird durch die Fast
Fourier Transform (FFT) effizient berechnet.

In Zusammenhang mit linearen Abbildungen werden nun Basen gesucht, wel-
che die jeweilige Abbildung auf moglichst einfache Weise beschreiben. Sei f eine
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lineare Abbildung, die eine Basis B = {by, ..., b,} aus Eigenvektoren mit den Ei-
genwerten Aq, ..., \, besitzt. Dann gilt fiir einen Vektor v mit den Koordinaten
(c1,ca,...,cp) beztiglich B:

v =ciby + by + - -+ by = f(V) = 1 Aiby + codoby + -+ e Ab,

Rechnet man also mit Koordinaten beziiglich B = {by,bs,...,b,}, so wird die
Abbildung durch die folgende einfache Diagonalmatrix dargestellt:

A0 .00
0 X ... O
0 0 ... A\

Allerdings muss dann mit der neuen Basis B gearbeitet werden, nicht mit der
urspriinglichen Einheitsbasis! Der folgende Satz liefert ein Verfahren zur Trans-
formation der Koordinaten:

Satz 4.7.2 Sei f die lineare Abbildung, die die Basis By in die Basis By abbil-
det. T sei die Abbildungsmatriz von f beziglich By, d.h. in den Spalten von T
stehen die Basisvektoren von By (in Koordinaten beziiglich By). T heif$t dann
Transformationsmatrixz von By nach Bs.

(a) Sei v ein Vektor mit Koordinaten beziglich By. Dann ist T - v der Koordi-
natenvektor von v beziglich By .

(b) Sei umgekehrt w ein Vektor mit Koordinaten beziiglich By. Dann ist T 'w
der Koordinatenvektor bezuglich Bs.

1 —2
Beispiel (s.0.): By = {e1, ea} (Standardbasis) und By = : . Dann
2 1
gilt:
1 -2 1(1 2
T = i -
2 1 bl-2 1

Der Koordinatenvektor (—3,4) beziiglich der Standardbasis geht dann in den Ko-

-3
ordinatenvektor 7! = iber. Umgekehrt wird aus den Koordinaten
4 2

(1,2) beziiglich By der Koordinatenvektor T

beziiglich der Stan-
2 4

dardbasis.
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Haufig mochte man die neue Basis im Definitions- und Zielbereich einer linea-
ren Abbildung wéhlen. Der folgende Satz liefert die Abbildungsmatrix beztiglich
der neuen Basis:

Satz 4.7.3 Seien zwei Basen By und By gegeben. Sei A die Abbildungsmatrix
von f beziiglich der Basis By und T die Transformationsmatriz von By nach Bs.
Dann ist die Matriz T AT die Abbildungsmatriz von f beziiglich der Basis Bs.

Beweis: Wendet man die Matrix 7' AT auf einen Koordinatenvektor v beziiglich
B, an, so erhilt man:
TV AT

Man analysiert dieses Produkt von rechts nach links: der Vektor v ist beziiglich
der Basis By gegeben. Dann ist T'v der Koordinatenvektor von v beziiglich Bj.
Die Abbildungsmatrix A ist beziiglich B; gegeben, also ist A - (T'v) dann der
Bildvektor von v beztiglich By. Schliefilich ist 771 - (A - (Tw)) = (T'AT)v der
Bildvektor von v beziiglich der Basis Bs. Also ist T-'AT die Abbildungsmatrix
von f beziiglich B,.

Definition 4.7.4 Zwei quadratische Matrizen A und B heiflen ahnlich, falls eine
invertierbare Matriz T existiert mit B = T 1AT.

Matrizen sind also ahnlich, falls sie beziiglich geeigneter (und im Allgemeinen
verschiedener Basen) dieselbe lineare Abbildung beschreiben. Der Ubergang der
Basen wird durch T beschrieben.

Der Basiswechsel wird insbesondere in Zusammenhang mit der Eigenwert-
theorie verwendet. Beziiglich einer Basis von Eigenvektoren wird eine lineare Ab-
bildung durch eine Diagonalmatrix dargestellt:

Satz 4.7.5 Sei f : K" — K" eine lineare Abbildung, die bezuglich der Ein-
heitsbasis By = {e1,es,...,e,} durch eine Matriz A beschrieben werde. Falls A

eine Basis By = {v1,vs,...,v,} aus Eigenvektoren besitzt, so wird f beziglich B
durch eine Diagonalmatriz dargestellt. Sei T die Matrix, deren Spalten die Figen-
vektoren vi,vs, ..., v, sind, und seien \i, A, ..., A\, die zugehorigen Eigenwerte.
Dann gilt:

A0 ... 0

0 X ... 0

? =T AT
0 0 ... X\,

In diesem Fall heifst A diagonalisierbar, d.h. dhnlich zu einer Diagonalmatriz.

Beweis: Dies folgt daraus, dass By = {v1, v, ..., v,} eine Basis von Eigenvekto-
ren ist, und 7" den Basiswechsel von der Standardbasis nach B, beschreibt.

Beispiele:
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A= . Wir bestimmen zunachst Eigenwerte und Eigenvektoren.
Es gilt:
det(A — AE) = (=2 — \)(=8 — \) — 216 = A\* + 10\ — 200

Die Nullstellen (Eigenwerte) sind A\; = 10 und Ay = —20. Der Eigenraum
zu A; ist die Losungsmenge des Systems:

—-12 36 0
6 —18| 0
: : 3 : o
Wir erhalten den Eigenvektor v; = . Der Eigenraum zu A, ist die
1
Losungsmenge des Systems:
18 36 | 0
6 12| 0
: : —2 : : o
Wir erhalten den Eigenvektor vy = . {v1,v9} bildet eine Basis (nicht
1
: : L 3 =2
orthogonal) des R?, die Transformationsmatrix ist 7" = und es
1 1
gilt:
10 .
=T AT
0 —-20

Sei ' =< vy, vy > die Ebene mit den (orthogonalen und normierten) Rich-
tungsvektoren

Gesucht ist die Abbildungsmatrix A, die (beziiglich der iiblichen Standard-
basis) die Spiegelung an der Ebene E beschreibt. Zundchst bestimmt man
mit Hilfe des Vektorproduktes einen (normierten) Vektor vs, der senkrecht
zu v; und vy ist:
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Wl

V3 =

=N N

Dann ist B = {v1,vs,v3} eine Orthonormalbasis des R3. Die Spiegelung
wird beziiglich B durch die folgende einfache Spiegelungsmatrix beschrie-
ben:

10 0
S=[101 0
00 -1

Die Abbildungsmatrix beziiglich der Standardbasis ist dann A = T'ST 1,
wenn T’ die Transformation von der Einheitsbasis in B beschreibt; die Spal-
ten von T sind gerade die Vektoren vy, ve, v3. Man beachte, dass wir hier
von der (neuen) Basis B in die Standardbasis (zuriick-)transformieren ! T
ist nach Konstruktion eine orthogonale Matrix, d.h. es gilt 7= = T7.

2 -1 2 2 -1 =2

1 1
T=2>-1]_ Tl _ _
3 1 2 2 3 1 2 2
-2 =21 2 2 1

Wir erhalten dann die gesuchte Abbildungsmatrix

7T 4 —4

1
A:TST*1:§ 4 1 8
—4 8 1

Man tiberpriift, dass Vektoren aus der Spiegelungsebene E invariant blei-
ben, d.h. es gilt Av; = vy und Avy = vy. AuBerdem wird vs durch die
Spiegelung auf Avs = —v3 abgebildet.

Die folgende Aussage folgt aus Satz 4.6.7:

Satz 4.7.6 Sei A eine symmetrische reelle Matrixz. Dann existiert eine orthogo-
nale Matriz T so dass T-'AT = TT AT eine Diagonalmatriz ist. Die Diagonal-
eintrage A1, ..., \, sind die Figenwerte von A.

Folgerung: Symmetrische Matrizen lassen sich durch Basiswechsel mit einer ONB
in eine Diagonalmatrix iiberfithren. Sei also D = TTAT, so dass A = TDT?
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gilt. Seien vy, ..., v, die Spaltenvektoren von T'. Daraus ergibt sich die folgende

Spektralzerlegung:
T

A= v vl 4+ X vp -
Man beachte, dass v;-v] (Spaltenvektor mal Zeilenvektor) eine nxn Matrix ergibt.
A lasst sich also in eine Summe dieser speziellen Matrizen vom Rang 1 zerlegen
und kann aus ihren Eigenwerten (A, ..., A,) und den Eigenvektoren (Spalten der
Matrix T') rekonstruiert werden. Fiir die Analyse und auch zur Datenkompres-
sion ist interessant, dass man Summanden )\; weglassen kann, die gleich (oder

néherungsweise) 0 sind.
Beispiel: Sei folgende symmetrische Matrix gegeben:

1.344 —0.689 1.311
A=1-0.689 0.378 —0.622
1.311  —0.622 1.3778

Man berechnet (z.B. mit Computereinsatz) die Eigenwerte A\ = 3, Ay = 0,1
und A3 = 0. Daher ist (im wesentlichen) nur der Eigenraum zum Eigenwert \;
relevant. Ein normierter Eigenvektor zu A; (d.h. der erste Spaltenvektor von T')
ist

0.667
v = | —0.333
0.667

Nun lasst sich A mit Hilfe von v; und dem Eigenwert A\; = 3 nahern:

1.333  —0.667 1.333
A=3v] = [ —0.667 0.333 —0.667
1.333  —0.667 1.333

Ezkurs Singuldrwertzerleqgung: Sei A nun eine beliebige m x n Matrix. A ist im
Allgemeinen nicht ahnlich zu einer Diagonalmatrix und besitzt keine Spektral-
zerlegung, aber immerhin noch eine Singuldrwertzerlegung (Singular Value De-
composition, SVD): durch Basiswechsel mit einer orthogonalen Matrix im De-
finitionsbereich K™ und einer weiteren orthogonalen Matrix im Zielbereich K™
wird A in eine m x n Matrix in Diagonalform tiberfiihrt. Diese Zerlegung gehort
zu den wichtigen Hilfsmitteln beim Data Mining, d.h. der Extraktion von niitz-
lichen Informationen aus Daten, die man haufig als Matrix (z.B. einer Folge von
Zeilenvektoren) darstellen kann.
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Satz 4.7.7 Sei A eine reelle m x n Matriz vom Rang r. Dann ezistiert eine
orthogonale n x n Matriz V', eine orthogonale m x m Matrix U und eine m X n

Matriz S in Diagonalform mait r Diagonaleintragen oy > o9 > -+ > 0, > 0, so
dass

A=USVT
gilt. Seien uq, ..., u, die Spaltenvektoren von U und vy, ..., v,, die Spaltenvekto-

ren von V. Dann folgt
A= alulvlT + -4+ JTUTU;:F

Beweis: AT A ist eine symmetrische n x n Matrix und besitzt nach Satz 4.6.7 eine
ONB vy, ...,v, aus Eigenvektoren mit Eigenwerten Ay,...,\,. Sei V die ortho-
gonale Matrix mit den Spaltenvektoren vy, ..., v,. Die Bildvektoren Avy, ..., Av,
sind orthogonal (oder Null), weil

(Avi)T(AUj) = Uz‘TATAUj = U;‘T)\jvj = /\jUZ-TUj =0flri#j

Da rg (A) = r gilt, konnen wir annehmen, dass Avy, ..., Av, ungleich dem Null-
vektor sind, mit absteigender Norm angeordnet sind und Av,; =--- = Av, =0
gilt. Setze 0; = ||Av|| und w; = FAv; fiir i = 1,...,r. Erweitere dies zu einer

ONB uq,us, ..., u, des K™ und sei U die orthogonale Matrix mit diesen Spalten-
vektoren. Nach Konstruktion ist die i-te Spalte von AV dann gleich dem Vektor
ou; fir i = 1,...,r bzw. gleich dem Nullvektor fiir 7 > r. Sei .S die m x n Matrix
in Diagonalform, deren Diagonaleintrage o1, ..., o, sind. Daraus folgt:

AV =US = A=USV ' =Usv7” 0

Bemerkung: Die Diagonaleintrage oy, ..., 0, heiflen Singularwerte, die Spalten-
vektoren von U bzw. V heiflen Links- bzw. Rechts-Singularvektoren.

1 2
Beispiel: Sei A = . A hat die folgende Singularwertzerlegung:
3 69
—0.267 —0.534
T —0.316 —0.949 11.832 0.0 0.0
A=USV" = - : 0.534  0.610
—0.949  0.316 0.0 0.0 0.0
0.802 —0.585

Die wesentliche Information liefert der Singularwert oy = 11.832, die ortho-
gonalen Matrizen U (links) und V7 (rechts) fiihren einen Basiswechsel durch. Sei
uy die erste Spalte von U und v{ die erste Zeile von V7 (erste Spalte von V). Da
A den Rang 1 hat, kann die Matrix mit o, u; und v; rekonstruiert werden:

T
A= 01UV,

Ausgleichsrechnung. Die Singularwertzerlegung kann auch zur Ausgleichsrech-
nung mit der Methode der kleinsten Quadrate verwendet werden. Gegeben sei ein

—0.802
—0.585
0.123
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tiberbestimmtes lineares Gleichungssystem Ax = b. Wir nehmen an, dass A eine
n x m Matrix ist, n > m und rg (A) = m gilt, so dass das LGS in der Regel keine
Losung besitzt. Gesucht ist ein Vektor x so dass die Norm des Residuenvektors
r = Az —b moglichst klein ist (d.h. kleinste Quadrate). Die Singuldrwertzerlegung
von A liefert A = USVT. Man erhilt

Ar —b=r<=USVie —b=r <= SVia —Ub=U"r

Setzt man y = VT2 und ¢ = UTb, so geniigt es nun, diec Norm von S -y — ¢ zu
minimieren, da U orthogonal ist und ||7|| = |[U”r|| gilt. Die Matrix S hat aber
Diagonalform und besteht aus einer regularen m x m Diagonalmatrix, die wir
mit S bezeichnen, und n — m Nullzeilen. Das transformierte Ausgleichsproblem
(Sy — ¢ minimieren) 16st man, indem man nur die ersten m Zeilen betrachtet.
Sei ¢ der Vektor der ersten m Eintrage von c¢. Dann hat §y — ¢ = 0 die Losung

y = S7'¢ und fiir die Losung des urspriinglichen Problems erhilt man
x=V.51.UTh.

Beispiel zur Ausgleichsrechnung. Betrachte das unlosbare LGS Ax = b mit

2 2 7
A=|-1 2| b= 14
1 2 2

Gesucht ist ein Vektor z € R?, so dass die Norm des Residuenvektors ||Az — b||
(d.h. der Fehler) minimal ist. Die Singulirwertzerlegung von A ist A = USVT
mit

—-0.72 045 —-0.54 3.74 0.00
—0.45 0.89
U=]| -036 —0.89 —0.27 |,S=| 0.00 200 [,V =
—0.89 —0.45
—-0.60 0.00 0.80 0.00 0.00

Der gesuchte Vektor ist z =V - S ﬁ\T/b, wobei S und UTb jeweils durch
Streichen der dritten Zeile entstehen. Man erhélt

0.71
Tr =
1.93
—1.71
Der Residuenvektor ist r = Az — b= | —0.86 | und ||| ~ 3.21.

2.58
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4.8 Homogene Koordinaten

Viele Transformationen konnen durch lineare Abbildungen beschrieben werden,
leider aber keine Verschiebungen, da lineare Abbildungen ja stets den Nullpunkt
invariant lassen. Durch einen kleinen Trick lassen sich aber auch die sogenannten
affinen Abbildungen mit Hilfe von Matrizen beschreiben. Man verwendet die
homogenen Koordinaten: der K™ wird in den K™*! eingebettet, indem man die
letzte Koordinate 1 setzt:

(X1, T2, .. ) = [T1, T0y .o, Xy, 1]

Beispiel: die Koordinaten (z,y) € R? werden auf [z,y, 1] € R? abgebildet. Ent-
sprechend wird (x,y,z) € R? auf [z,y, z, 1] abgebildet. Die homogenen Koordi-
naten werden dabei durch eckige Klammern dargestellt.

Definition 4.8.1 Die homogenen Koordinaten von (x1,xs,...,2z,) € K" sind
(21,22, ...,2p,,1] € K™,

Der zentrale Vorteil der homogenen Koordinaten sind zusatzliche Matrixtrans-
formationen, die auch Verschiebungen ermoglichen.

1 0 t,
SeiT =10 1 t,| und (v,y) € R? gegeben mit homogenen Koordinaten
0 0 1
[z,y,1]. Dann gilt:
T T+t
T-ly|=|v+ty
1 1

T iberfithrt [z,y,1] in [z +t,,y +t,, 1], d.h. T beschreibt eine Verschiebung um
(ts,t,), was mit klassischen Koordinaten nicht méglich wére.

Die iiblichen linearen Abbildungen des R? lassen sich weiterhin darstellen,
indem man den iiblichen (2 x 2)-Matrizen eine (3 x 3)-Matrix zuordnet:

a;r a2 O
A= ag1 az 0

0 0 1

Zur Transformation mit homogenen Koordinaten sind alle Matrizen zugelassen,
deren letzte Zeile die Form (0 ...0 1) hat. Dies gewéhrleistet, dass die letzte Koor-
dinate auch nach der Transformation gleich 1 ist, d.h. dass es sich um homogene
Koordinaten handelt. Haufig werden mehrere Transformationen hintereinander
ausgefiihrt; die gesamte Abbildung ergibt sich dann einfach durch Multiplikation
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der Matrizen.

Beispiel: im R? soll um den Vektor (1,2) verschoben und anschlieBend um
um den Ursprung gedreht werden. Wir verwenden homogene Koordinaten. Di
Verschiebung hat die Matrix

ISP

@

1 01
Th=10 1 2
0 01

Die Drehung (um den Nullpunkt) entspricht der Matrix

V2/2 —v/2/2 0
T=|v2/2 V2/2 0
0 0o 1

Die Hintereinanderausfithrung ergibt die Matrix

V32 32 3
LT = | V2/2 V2/2 3v2/2

0 0 1
Zum Beispiel wird P = [0,0,1] (der Nullpunkt in homogenen Koordina-
ten) durch Verschiebung und Drehung auf P” = [—‘/75, %5, 1] abgebildet (d.h.
(—*/75, %5) in klassischen Koordinaten) und @ = [3,1,1] auf Q" = [*/75, %5, 1]

(sieche Abbildung 28).

Auf dhnliche Weise konnen auch homogenen Koordinaten im Raum verwendet
werden. Diese haben die Form [z, y, z, 1]. Transformationen werden mit Hilfe von
(4 x 4) Matrizen vorgenommen, deren vierte Zeile (0 0 0 1) ist. Verschiebungen
um (t,,t,,t,) werden beschrieben durch:

100 t
S0t o
00 1 t,
000 1

Eine Drehung um den Winkel o« um die 2-Achse hat die Abbildungsmatrix

cos(a) —sin(a) 0

Ao sin(a)  cos(a) 0
0 0 1

0 0 0

_ o O O
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Abbildung 28: Verschiebung um (1, 2) und anschlieffend Drehung um 7 von P = (0,0)
und Q = (3,1). Die Verschiebung tberfihrt P in P’ bzw. Q in Q" und die Drehung dann
P in P" bzw. Q" in Q".

Auf dhnliche Weise werden auch Drehungen um die z- und y-Achse beschrieben.

Solche affinen Transformationen werden z.B. in der Computergrafik und in
der Robotik verwendet. Dabei lassen sich mit homogenen Koordinaten auch
Transformationen von Koordinatensystemen ahnlich wie Basiswechsel im vori-
gen Abschnitt beschreiben. Durch Bewegungen (Translationen und Drehungen)
des Roboters (bzw. seiner Arme und Gelenke) verdndert sich sein Koordinaten-
system und durch Multiplikation der zugehorigen einzelnen Matrizen erhalt man
eine 4 x 4 Transformationsmatrix, die das neue Koordinatensystem mit Hilfe des
urspriinglichen (Weltkoordinaten-)Systems beschreibt. Dabei ergeben die ersten
drei Spalten die neuen Basisvektoren (d.h. die neue Orientierung des Roboters
bzw. seines Greifarms) und die vierte Spalte liefert seine neue Position in homo-
genen Koordinaten (d.h. die Verschiebung).

Beispiel: Eine Drehung um die z-Achse um den Winkel o und eine anschliefende
Verschiebung um (¢,,t,,t,) ergibt als Transformationsmatrix das Produkt der
o.a. Matrizen T und A:
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cos(a) —sin(a) 0 ¢,

sin(a)  cos(a) 0 t,

T. A=
0 0 1 t,
0 0 0 1
cos() —sin(a)
Die neue Orientierung sind die Richtungen (Basisvektoren) | sin(a) |, | cos(a)
0 0
0
und | 0 |. Die Verschiebung ist (¢,,1,,t,). Bel Verkettung mehrerer Bewegungen
1

ist das Ergebnis natiirlich weniger einfach vorherzusehen.



97 5 FUNKTIONEN VON MEHREREN VARIABLEN

5 Funktionen von mehreren Variablen

5.1 Einfuhrung

Bisher wurden im Rahmen der Analysis Funktionen einer unabhéngigen Va-
riablen betrachtet, die durch Gleichungen y = f(x) beschrieben wurden. Nun
erweitern wir dies auf Funktionen von mehreren Veranderlichen, die dann durch
Gleichungen

y = f(z1,29,...,2,)

beschrieben werden. Die n unabhangigen Variablen sind hier x1, s, ..., 2,. Im
Fall von 2 Variablen kann man z.B. auch

z:f(x,y)

Wie in der Linearen Algebra konnen wir auch vektorwertige Funktionen mit dem
Zielbereich R™ betrachten:

K = (fi(z1,29,...,2), fo(z1,29,...,20), oy fm(T1,22,.. ., 2p))

Die einzelnen Komponenten f;(x1,zs,...,x,) sind wiederum reellwertige Funk-
tionen.

Definition 5.1.1 FEine reellwertige Funktion von n Variablen ist eine Funktion
f Dy = R, wobei Dy C R". Eine vektorwertige Funktion von n Variablen
ist eine Funktion K = (f1,...,fm) : Dy = R™, wobei Dy C R™. Reellwerti-
ge Funktionen werden auch als Skalarfelder oder Skalarfunktionen, vektorwertige
Funktionen werden auch als Vektorfelder bezeichnet.

Beispiele:

(a) U :R?* - R, U(R,I) = RI: die Spannung am Ohmschen Widerstand ist
eine reellwertige Funktion (ein Skalarfeld) der Variablen R (Widerstand)
und / (Stromstérke).

(b) d:R>— R, d(z,y,z) = /22 + y* + 22: der Abstand eines Punktes (z,y, 2)
im Raum vom Nullpunkt ist eine reellwertige Funktion (Skalarfeld).

(c) f:R* = R, f(z,y) = x? + y? ist eine reellwertige Funktion (ein Skalar-
feld); jedem Punkt (z,y) wird eine reelle Zahl z = 2 + y? zugeordnet. Der
Graph kann im R? dargestellt werden (sieche Abbildung 29 links). Alternativ
lassen sich auch Hohenlinien (Contour-Plot) verwenden (siche Abbildung
29 rechts); dabei werden die z-Werte durch Hohenlinien oder Farben bzw.
Grauwerte dargestellt.

(d) K : R® - R3 K(x,9,2) = (—y,,0) ist ein Vektorfeld (siche Abbil-
dung 30); jedem Punkt (x,y,z) wird der Vektor (—y,z,0) ”angeheftet”
(zugeordnet). Die Komponentenfunktionen von K sind fi(x,y,2) = —y,

f2(x7y72) = x und f3(=737y, Z) = 0.
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Abbildung 30: Vektorfeld K (z,y,2) = (—y,x,0) im R3

5.2 Grenzwert und Stetigkeit

Die im eindimensionalen Fall bekannten Begriffe werden nun auf den R™ erweitert.
Die Rolle des reellen Betrages wird durch die aus der Linearen Algebra bekannte
Norm von Vektoren iibernommen:

X1

|z|| = \/:c%+x§+~--+x% wobel z =
Tn
Insbesondere beschreibt dann fiir ein reelles € > 0 die Menge

{z € R" | ||z —a| < €} eine “e-Kugel” oder “e-Ball” um a € R" (siehe Abbildung
31):
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y

>

X

Abbildung 31: e-Ball um a im R?.

Definition 5.2.1 a € R" heifst Grenzwert einer Folge (ax)ren von Vektoren des
R", wenn fur jedes € > 0 ein ng existiert, so dass fur k > ng gilt:

llax, — al| <€

Das bedeutet: fir jede kleine e-Kugel um a liegen ab dem dem Index ng alle Fol-
genglieder ay innerhalb dieser Kugel. Man schreibt:

lim a, = a
k—o00

Satz 5.2.2 Sei (ax)ren eine Folge von Vektoren im R™, die komponentenweise

gegen xi, Ts, ..., T, konvergieren. Dann gilt:
Ty
lim ap =
k—o00
Tn
K
Beispiel: Betrachte die Folge (ay)ren = Sfrjz;) . Dann gilt (siehe Abbildung
1 ) e
32):
) 1
lim a; =
k—o00 0

Nun sollen Grenzwerte fiir reellwertige Funktionen von mehreren Veranderli-
chen definiert werden.
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Abbildung 32: Folgenglieder der zweidimensionalen Folge (kiﬂ, Sgﬁ))keN

Definition 5.2.3 Sei f : Dy — R eine Funktion, Dy C R" und a € R". Wenn
fir jede Folge (ay)ren mit den Voraussetzungen

(a) a, € Dy fiir alle k
(b) ap # a fir alle k
(c) limg_, ar = a

die Folge (f(ar))ren der Funktionswerte gegen einen Grenzwert g € R konver-
giert, so heifit g Grenzwert von f an der Stelle a und man schreibt

lim f(z) =g
Tr—a
Beispiel: f(z,y) = % Wir untersuchen den Grenzwert von f an der Stelle

(1,1). Sei dazu (ax) = (xk, yx) eine beliebige Folge mit zy # y und limg_, ap =
(1,1). Dann gilt:

2y — 213

2 —
lim f(ax) = lim — lim (Y — z) (Yx + 1)

= lim —2(yp +xx) = —2(1+1) = —4
k—o0

Also folgt:

lim r,y) = —4
(Ivy)ﬁ(lvl)f( 2

Mit Hilfe des Grenzwertes kann nun die Stetigkeit definiert werden.

Definition 5.2.4 Sei f : Dy — R eine Funktion, Dy C R". f heifst stetig bei a,

falls der Grenzwert lim f(x) existiert und mit f(a) tbereinstimmt, d.h.
Tr—a

lim f(2) = f(a)

r—a
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Beispiel:
Definiere f : R? — R durch

_ ) os  falls (z,y) # (0,0)
fw.y) = {o 7 s (z,y) = (0,0)

(siche Abbildung 33). f ist in den Punkten (z,y) # (0,0) stetig, denn:

lim, " T
lim  f(z,y) = )2 T _Todo f(xo,v0)

(Ly)ﬁ(mmyo) N hm(x,y)g)(xo,yo) x? + y2 l'g + y(2) N

Im Punkt (0,0) ist die Funktion unstetig. Dazu betrachten wir die Folge a; =

(1, 4)- Es gilt: limy_,o0 a, = (0,0), aber:

lim f(ax) = lim ()" =

[\

1
2

Der Grenzwert fiir diese spezielle Folge ist also nicht f(0,0) = 0 ! Daraus folgt
bereits, dass f in (0,0) unstetig ist.

Betrachten wir nun zusétzlich eine weitere Folge a;, = (4, —7), so gilt ebenso
limy 0 ax = (0,0), aber:

) = i o

Abbildung 33: Graph von z = % mit Unstetigkeit bei (0,0). Die Grenzwerte fir
y = x (links) bzw. y = —x (rechts) unterscheiden sich.

5.3 Partielle Ableitungen und Gradient

Fiir die Definition von Ableitungen bendtigen wir Funktionen, die auch in einer
Umgebung der betrachteten Stelle definiert sind.
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» kein innerer Punkt
,

Abbildung 34: Einheitskreisscheibe x? + 3% < 1

Definition 5.3.1 Se: D C R”™.

(a) Seia € D. a heifst innerer Punkt von D, falls es ein e > 0 gibt, so dass die
e-Kugel
{z eR" | ||z —a|| < €}

eine Teilmenge von D ist (d.h. vollstindig innerhalb von D liegt).

(b) D heifst offen, falls jeder Punkt a € D ein innerer Punkt ist.

Beispiel: Sei K = {(z,y) € R? |2* + y? < 1} (Einheitskreisscheibe, siche Abbil-
dung 34). Nur die Punkte im Inneren des Kreises (deren Abstand zum Nullpunkt
echt kleiner 1 ist) sind innere Punkte von K.

Die partielle Ableitung einer Funktion mehrerer Veranderlicher gibt die Stei-
gung in einer bestimmten Koordinatenrichtung an. Partielle Ableitungen werden
auch als Richtungsableitungen bezeichnet.

Definition 5.3.2 Sei f : Dy — R eine Funktion, Dy C R" und a = (a1, ..., an)
ein innerer Punkt von Dy. e; sei der i-te Einheitsvektor im R™. f heifst dann
partiell differenzierbar an der Stelle a beziglich der i-ten Koordinatenrichtung,
falls der Grenzwert

llmf(a’+hel>_f(a) :hmf(ala"‘7ai+h7"‘)an>_f(ala'”aai7"'7an)
h—0 h h—0 h

existiert, den man in diesem Fall mit %(a) bezeichnet. f heifit (insgesamt) par-
tiell differenzierbar an der Stelle a, falls alle partiellen Ableitungen %(a) ezistie-

ren. Durch Variation von a entstehen neue Funktionen % (die partiellen Ablei-
tungen nach x;). Ein Vektorfeld K = (f1,..., fm) heifit partiell differenzierbar,
falls alle Komponentenfunktionen fi, ..., fm partiell differenzierbar sind.



103 5 FUNKTIONEN VON MEHREREN VARIABLEN

Partielle Ableitungen nach z; konnen berechnet werden,
indem man alle Variablen bis auf z; als konstant ansieht,
und dann wie im eindimensionalen Fall nach z; ableitet.

Beispiel: f(z,y) = % bzw. f(0,0) = 0 (s.0.). Fir (z,y) # (0,0) berechnet
man dann die partielle Ableitung nach x:

af y(@®+y?) —xy2e oy 222y

or (x2+y2)2 - :C2—|—y2 (:c2+y2)2

Man leitet also wie gewohnlich nach x ab und sieht y als Konstante an. Analog
bestimmt man g—i. Wir betrachten nun noch die partiellen Ableitungen im Punkt
(0,0). Dazu verwenden wir die Definition:

9 \0;0) = lim h = jim——==0

Analog folgert man: %(0,0) = 0. f ist also partiell differenzierbar, aber nicht
Yy
stetig in (0,0) !

Bemerkung:

Bemerkung 5.3.3 Fiir z = f(z1,72,...,7,) gibt die partielle Ableitung
nach z; die Wirkung einer Anderung des z;-Wertes auf den z-Wert in einer
Umgebung um a an, d.h.

Az~

(a)Ax;

Der Gradient ist der Vektor der Richtungsédnderungen:

Definition 5.3.4 Sei f : Dy — R eine Funktion, Dy C R", a € Dy ein innerer
Punkt und f bei a partiell differenzierbar. Dann heifit

wad )@ = (5@, 5@ f @)

der Gradient von [ an der Stelle a. Durch Variation von a erhalt man das Vek-
torfeld grad (f) = grad f. Fir grad f ist auch die Bezeichnung V f ("Nabla” f)
ublich.
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Abbildung 35: Gradienten- Vektorfeld von f(x,y) = —a® —y3 + 3zy. Es gilt grad f =
(=322 + 3y, —3y? + 3z). An den Punkten (0,0) und (1,1) ist der Gradient gleich dem
Nullvektor.

Wenn man jedem Punkt a € Dy seinen Gradienten “anheftet”, so erhélt man
ein Vektorfeld. Der Gradientenvektor bei a zeigt in die Richtung des maximalen
Zuwachses von f an der Stelle a !

Mit Hilfe der partiellen Ableitungen lassen sich weitere Differentialoperatoren
(Rotation und Divergenz) angeben, die in der Vektoranalysis und z.B. fiir die
Elektrodynamik eine wichtige Rolle spielen.

Definition 5.3.5 (a) Sei K = (f1, f2, f3) ein partiell differenzierbares Vektor-
feld auf dem R3 (oder einer offenen Teilmenge). Dann definiert man das
Vektorfeld rot K durch:

iy~ (s 98 070k 05 0h
oy 0z 0z Ox dx Oy

Die Rotation gibt die Wirbeldichte eines Vektorfeldes an.

(b) Sei K = (fi, fa,..., fn) ein partiell differenzierbares Vektorfeld auf dem R"
(oder einer offenen Teilmenge). Dann definiert man das Skalarfeld div(K)

durch: of of of
g _ZJ 22 2
) = 0y * 0xs Tt ox,

Die Divergenz gibt die Quelldichte eines Vektorfeldes an.

Beispiele: K(x,y,z) = (—y,z,0) (siehe Abbildung 30). Dann gilt: rot(K) =
(0,0,2) (Wirbel um die z-Achse) und div(K) = 0 (quellfreies Feld). Betrachtet
man dagegen L(z,y,z) = (z,y,2) (ein Zentralfeld, siche Abbildung 36), so gilt
rot(L) = (0,0,0) (wirbelfrei) und div(L) = 3 (konstante Quellstérke).
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Abbildung 36: Zentralfeld L(x,y,z) = (z,y, z)

Sind die partiellen Ableitungen wieder partiell differenzierbar, so kann man
hohere partielle Ableitungen bilden.

Definition 5.3.6 Se: Dy C R" eine offene Menge, f : Dy — R eine parti-
ell differenzierbare Funktion. Wenn alle partielle Ableitungen 5—{1, cee ;T’; wieder
partiell differenzierbar sind, so heif$t f zweimal partiell differenzierbar. Die zwei-

ten partiellen Ableitungen werden mait

90 2
8xj 8% N 8%89@

bezeichnet. Entsprechend werden die hoheren partiellen Ableitungen definiert. Fiir
die k-fache partielle Ableitung nach einer Variablen x; schreibt man

ok f ok f

oxF  (Ozy)k -

2f _ 9 f

Beispiel: f(z,y) = 32%y. Dann ist 2L = 6ay, g—g = 32%, 55 = 6y, 5.9, = 61,
’f ’f _

Satz 5.3.7 Sei Dy C R" eine offene Menge, f : Dy — R eine k-fach partiell
differenzierbare Funktion und seien alle partiellen Ableitungen (bis zur Ordnung
k) stetig. Dann kann bei einer gemischten k-fachen partiellen Ableitung die Diffe-
rentiationsreihenfolge vertauscht werden.

2 f 9 f

Beispiel: f(z,y) = 3z%y. Dann gilt (s.o0.): a0y = Bgos
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Satz 5.3.8 Sei f : Dy — R, Dy C R", a € Dy ein innerer Punkt und z =
f(z1,...,2,) in x = a partiell differenzierbar mit stetigen partiellen Ableitungen.
Dann beschreibt die Gleichung

z = f(a) + (grad f)(a) - (z — a)

die Linearisierung oder lineare Approximation von f in der Umgebung von a.
Diese Gleichung beschreibt auch die Tangential(hyper)ebene von f an der Stelle
a.

Vergleiche: fiir n = 1, d.h. Funktionen y = f(z) von einer Variablen gilt die
folgende Gleichung fiir die Tangente an der Stelle a (vgl. Mathematik 1):

y = fla)+ f(a)(z — a)
ay I
Setzt mana = | ... | und x = | ... |, so ergibt sich folgende Koordinaten-

Qn T
darstellung der Linearisierung:

r1 — ap
0 0 0
s= flanan o)+ (@ @ @)
= f(ay,ag,...,a,) + g—i(a)(xl —ay) + g—i(a)(@ —ag)+ -+ aag;]; (a)(xy — an)

Beispiel: f:R? = R, f(z,y) = xe 2. Dann gilt:
grad f = (e7%¥, —2xe™ %)

Wir linearisieren f in der Umgebung von a = (1,1). Dann gilt: f(1,1) = ¢~ und
(grad f)(a) = (e72, —2e¢7?). Also hat die Linearisierung von f die Gleichung

r—1
z=e 2+(e?, —2e7?). =e e (r—1)-2e2(y—1) = e 2x—2e y+2e 2

y—1
Das schreibt man auch als:

el —2e %y —z=—2"

Dies ist die Gleichung der Tangentialebene an die Funktion f an der Stelle a. Der
o2

Vektor | —2¢72 | und seine Vielfachen sind Normalenvektoren der Tangential-
-1

ebene.
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5.4 Extremwerte

Auch bei Funktionen mehrerer Veranderlicher konnen lokale Extremwerte mit
den Mitteln der Differentialrechnung bestimmt werden.

Definition 5.4.1 Eine Funktion f: Dy — R, Dy C R", besitzt an dem inneren
Punkt a € Dy ein lokales Mazimum (bzw. Minimum), falls fir alle x in einer
kleinen Kugel um a gilt:

f(z) < f(a) baw. f(z) > f(a)
FEin lokales Extremum ist ein lokales Minimum oder ein lokales Maximum.

Bei Funktionen einer Verdnderlichen war dafiir die Bedingung f'(z) = 0
(d.h. eine waagerechte Tangente, d.h. Tangente parallel zur z-Achse) notwen-
dig. Die Verallgemeinerung dazu im Fall mehrerer Veranderlichen ist die Be-
dingung grad f = (0,...,0), d.h. die Tangential(hyper-)ebene ist parallel zur
(21,22, ..., z,)-Ebene.

Satz 5.4.2 Sei f : Dy — R mit Dy C R". Sei a ein innerer Punkt von Dy und f
sei in a partiell differenzierbar. Wenn f dann bei a ein lokales Extremum besitzt,
so gilt:

(grad f)(a) = (0,0,...,0)

Man bezeichnet a als stationdare Stelle.

Bemerkung 5.4.3 Aus der Bedingung (grad f)(a) = (0,0,...,0) folgert
man, dass die Tangentialhyperebene die Gleichung z = f(a) besitzt, d.h.
parallel zur (x1, s, ..., x,)-Ebene ist (waagerechte Tangentialhyperebene).

Die stationaren Stellen erhalt man, indem man den Gra-
dienten bestimmt, alle Komponenten gleich Null setzt
und die Gleichungen auflost.

Beispiele:

(a) f

(z,y) = 2* + y?. Dann gilt: grad f = (2z,2y). Aus grad f = (0,0) folgt
(z,y)

y) = (0,0), d.h. dies ist die einzige stationére Stelle.
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(b) f(x,y) = —2® —y3+3zy. Dann gilt: grad f = (=32 + 3y, —3y> +3z) (siehe
Abbildung 35). Wir 16sen das (nichtlineare) Gleichungssystem

—32% + 3y =0
—3y*+ 3z =0

Aus der ersten Gleichung folgt: y = 2. Einsetzen in die zweite Gleichung
liefert:

—32'4+32=0= -32(2* -1)=0=2=0o0der z = 1

Im Fall x = 0 folgt y = 0. Im Fall x = 1 folgt y = 1. Die potentiellen
Extremstellen sind (0,0) und (1,1).

Fiir ein hinreichendes Kriterium werden wir die sog. Hesse-Matrix mit den
zweiten partiellen Ableitungen betrachten.

Definition 5.4.4 Sei A eine quadratische, symmetrische n x n Matriz iber R.
(a) A heifit positiv definit, falls alle Eigenwerte von A positiv (> 0) sind.
(b) A heifit negativ definit, falls alle Eigenwerte von A negativ (< 0) sind.

(c) A heifst indefinit, falls A positve und negative Eigenwerte besitzt.

Definition 5.4.5 Sei f : Dy =+ R, Dy C R", a € Dy ein innerer Punkt und f
i a zweimal stetig partiell differenzierbar. Die Hesse-Matriz von f am Punkt a
15t die symmetrische n x n Matriz

H f)(a) = (aféij (a>>m

Durch Variation von a erhalt man die von xq,xo, ..., x, abhdngige Hesse-Matriz

H f=H(f).

Bemerkung 5.4.6 (a) Fiir n = 1 und eine Funktion f(z) besteht die
Hesse-Matrix nur aus der zweiten Ableitung f”(z).

(b) Fiir n = 2 und eine Funktion f(x,y) ist die Hesse-Matrix die 2 x 2
Matrix der zweifachen partiellen Ableitungen:

2f *f

Ox2 Ox0y
o 0%
Ozxdy Oy?

Der folgende Satz gibt ein hinreichendes Kriterium fiir lokale Extrema an:
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Satz 5.4.7 Sei f : Dy — R, Dy C R", a € Dy ein innerer Punkt, f bei a
zweimal stetig differenzierbar und gelte

(grad f)(a) =0
(a) Falls (H f)(a) positiv definit ist, so besitzt f bei a ein lokales Minimum.
(b) Falls (H f)(a) negativ definit ist, so besitzt f bei a ein lokales Mazimum.

(¢) Falls (H f)(a) indefinit ist, so besitzt f bei a kein lokales Extremum, son-
dern einen Sattelpunkt.

Bemerkungen:

(a) Fiir n = 1 erhélt man das bekannte hinreichende Kriterium fiir lokale Ex-
tremstellen.

(b) Es kann potentielle Extremstellen geben, fiir die keine der Bedingungen
zutrifft. Dann liefert der Satz auch keine Aussage !

Abbildung 37: Sattelfiche f(x,y) = 2> — y?

Beispiele:
(a) f(z,y) = 2* + y*. (s.0.) Die Hesse-Matrix ist:

Hf=
0 2

H f ist daher (unabhéngig vom Punkt) positiv definit. Die stationére Stelle
(0,0) ist ein lokales Minimum.

(b) f(z,y) = 2* — y* (sieche Abbildung 37). Es gilt:

grad f = (22, ~2y)
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(0,0) ist die einzige potentielle Extremstelle (stationdre Stelle). Die Hesse-
Matrix ist aber indefinit:

2 0
-2

Hf =

(0,0) ist kein lokales Extremum, sondern ein Sattelpunkt.

(¢) f(x,y) = —2® — y® + 3zy. Die Hesse-Matrix ist:

—6x 3
3 —06y

Hf=
Fiir die potentielle Extremstelle a = (0, 0) erhalten wir:
03 ,
(H f)(a) = = det((H f)(a) = AE) = X" =9
3 0

Die Eigenwerte sind daher A\; = 3 und Ay = —3, die Hesse-Matrix ist
indefinit, und es liegt kein lokales Extremum, sondern ein Sattelpunkt vor.
Fiir die potentielle Extremstelle a = (1,1) erhalten wir:

(H f)(a) = _36 36 = det((H f)(a)=AE) = (—6—X)2—9 = \24+12\+27

Die Eigenwerte sind daher A = —6 4+ /36 — 27, also A\ = —3 und Ay = —9.

Die Hesse-Matrix ist negativ definit, es liegt also ein lokales Maximum vor.

5.5 Totales Differential

Die partiellen Ableitungen geben die Wirkung kleiner Anderungen der Argumente
in einer Richtung an. Fiir eine Funktion z = f (x,y) von 2 Variablen gilt bei kleiner
Anderung der x bzw. y-Werte in der Umgebung eines Punktes a = (zg, %o):

_of of

Az~ %(a) Az bzw. Az ~ a—y(a) Ay

Bei gleichzeitiger Anderungen in x und y-Richtung erhalt man:

of of
~—(a) A —(a) A

T Ac+ G (a) Ay
Definition 5.5.1 Sei f : Dy — R eine Funktion, Dy C R" eine offene Menge
und f sei auf Dy partiell differenzierbar mit stetigen partiellen Ableitungen. Dann

heifit der folgende Ausdruck totales (oder vollstindiges) Differential df :

_9f of of
df = go-dor+ g dmt o 4 oo

Az

dz,
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Beispiele:
(a) f:R?* - R, f(x,y) = zsin(ry). Dann gilt:
df = (sin(zy) + zy cos(zy))dr + x* cos(zy)dy

(b) f:(R*—{(0,0)}) x R = R, f(x1, 22, 73) = %22 Dann gilt:

2+ 2
 waws(af + x3) — 2aiwons r1x3(x? + 22) — 2312318 T1To
df = 3 3 d$1—|- B} B} d.lfg 5 2d£li’3
(1 + 23)? (1 + 23)? Ty + x5

5.6 Fehlerfortpflanzung

Im folgenden wird die Fehlerfortpflanzung besprochen, ohne allerdings néher auf
die statistischen Grundlagen einzugehen.

Eindimensionaler Fall: Sei x eine MeBgrofie und z = f(x) eine von = abhéngige
Grofle. Der Mewert sei mit einem “Fehler”, einer “Meflabweichung” oder einer
“MefBunsicherheit” Az behaftet. Bei einer Mefireihe kann dazu die Standardab-
weichung des Mittelwertes verwendet werden. Die Linearisierung von f liefert fiir
eine Eingangsanderung Ax eine Ausgangsianderung

Az = f'(x)Az
Der absolute maximale Fehler der abhangigen Grofle betragt daher

Azpae = | ' (2)| Az

Mehrdimensionaler Fall: Seien x4, x9, ..., 2, MeBgrofien und
z = f(x1,x9,...,x,) eine davon abhingige Grofle. Eine Eingangsinderung
(Azy, Axg, ..., Ax,) fithrt approximativ zu einer Ausgangsédnderung
of of af
Az = ——A — Az Az,
T e

Wie berechnet sich daraus der Fehler von z bei einem Eingangsfehler von
(Azxq, Az, ..., Ax,) ? Bei einer linearen Fehlerfortpflanzung (betragsméfiige Ad-
dition der Fehler) ergibt sich die maximale MeBunsicherheit:

af af
8x1 a«Tn

(A2) oz = Axy+ -+ Ax,

sav+|2F

Handelt es sich um unabhangige Megrofien, so betrachtet man haufig die
quadratische Gauf’sche Fehlerfortplanzung (Transformation der Standardabwei-
chungen):

2 2 2
(Az)g = \/(aaxfl A:Ul) + <§xf2 A.TQ) + - (aaxf Al’n)
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Beispiele:
(a) z = f(z,y) = 2?y>. Bei linearer Fehleraddition erhélt man:
(A2)mae = [229°| Az + |32%%| Ay

und bei Gau’scher Fehlerfortpflanzung:

(Az)g = \/4x2y6(Aa:)2 + 9ztyt (Ay)?

Sei z.B. x = —1, y = 2 (Messwert) und Az = Ay = 0,1 (MeBunsicherheit).
Dann erhilt man fiir den berechneten Wert z = (—1)22% = 8 die folgenden
Fehlergrofien:

(A2)pmae = 16-0,1+12-0,1 =28  (Az)y = /256 - 0,01 + 144 - 0,01 = 2

Die abhangige Grofie kann also eine deutliche grofiere Unsicherheit als die
Eingangsgrofien besitzen.

(b) z= f(z,y) = §, y # 0. Die jeweiligen Fehler sind:

1 2]
A2) ez = —Ax + —A
(A2) |y |y2| Y
1 2
(Az)y = \/ (B0 %(Ay)?

Betrachtet man z.B. die Messwerte z = 1, y = 2 und Ax = Ay = 0,1 so
erhélt man: (Az),0 = 0,075 und (Az)g =~ 0,056.

Weiterhin kann man auch relative oder prozentuale Fehler angeben. Dies ist

(Az)max bZW (Az)st
2] 2]

Beispiel: z = f(x,y) = % Bei linearer Fehlerfortpflanzung ergibt sich der relative

Fehler: A . A A
2| [ \ly] || [yl
d.h. die relativen Fehler von z und y summieren sich.

Bei Gaufi’scher Fehlerfortplanzung erhalten wir:

(A2) _ lyl [(Ax)? | (AyPa? \/ BTy 4 (BYy

ERREA y x y

Dies ist die Lange des Vektors der relativen Fehler.
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5.7 Implizite Funktionen

Funktionen konnen nicht nur ezplizit durch eine Gleichung vom Typ

z = f(x1,...,x,) sondern auch implizit durch eine Gleichung F(zy,...,z,) =0
beschrieben werden. Wir betrachten den Fall zweier Variablen, d.h. F'(z,y) = 0.
Kann man dann eine Funktion y = f(z) bestimmen, die durch Auflsung dieser
Gleichung nach y entsteht ?

UlxU2

VixV2
F(x,y)=0

Tangente in (al,a2)

al

Abbildung 38: Durch die Gleichung F(xz,y) = 0 wird in der Umgebung von (a1, az) €
Uy x Us implizit eine Funktion f: Vi — Vo definiert.

Obwohl die praktische Umformung nach y haufig schwierig oder unmoglich ist,
kann man trotzdem (unter gewissen Voraussetzungen) die Existenz einer solchen
implizit definierten Funktion zeigen und auch ihre Ableitung angeben. Allerdings
existiert in der Regel keine globale Losung, weil es mehrere Losungen fiir y geben
kann wie schon das Beispiel 2% + y* — 1 = 0 (Einheitskreis) zeigt. In diesem Fall
gibt es zwei Losungen: y = ++v/1 — 22.

Man fixiert daher einen Punkt a = (x,y) und definiert eine lokale Losung in
der Umgebung dieses Punktes.

Satz 5.7.1 Sei F : Uy x Uy — R eine stetig differenzierbare Funktion, wobei
Uy, Uy offene Mengen in R (z.B. offene Intervalle) seien. Sei a = (a1,a3) €
Uy x Uy mit F(ay,as) = 0 und %—i(a) # 0. Dann definiert F(z,y) = 0 implizit
eine Funktion f : Vi — V5, wobei Vi, Vs offene Intervalle in Uy bzw. Us sind,
a; € Vi, ag € Vo und F(z, f(x)) = 0 gilt fir x € V. f ist stetig differenzierbar
bei a1 und die Ableitung lautet:
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Bemerkung 5.7.2 (a) Aus F(z,y) = 0 folgert man durch formale Rech-
nung mit den Differentialen:

OF oF dy or
F=__ el — ") = 22 — 0z
d JEdas+ ydy 0= f'(x) . %5

Dies ist aber kein Beweis!

(b) Damit lasst sich auch die Gleichung der Tangente an F(x,y) = 0 an
einem Punkt (ay,as) mit F'(a;,az) = 0 bestimmen:

oF
y=fla) + f(a1)(x —a1) = as — M

(x —ay)
a—y(@baz

Beispiel: Wir definieren implizit eine Funktion y = f(z) durch sin(zy) = y, d.h.
F(z,y) = sin(zy) —y = 0 (siehe Abbildung 39). Es gilt fir a = (5,3): F(a) = 0.
Die partiellen Ableitungen sind: und %_1; = zcos(zy) — 1, %—I; = ycos(zy). Da
die partielle Ableitung nach y bei (3, %) ungleich 0 ist, kann der Satz angewen-
det werden. In einem Intervall um a; = % existiert also eine implizit definierte

Funktion y = f(z) und die Ableitung bei a; ist:

ay) = —Yos@y) N \C I
flla) = xcos(xy)—l(a17a2)_ %\/3—1_ 2 —4/3

Die Tangentengleichung am Punkt a ist:

(@~ })

Y=o o — 44/3 3
T
-0.5 j \\ ///////
71.05‘ ) \—//‘//‘

0 4

Abbildung 39: F(z,y) = sin(zy) — y = 0 mit Tangente bei a = (3,3)
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5.8 Mehrdimensionale Integration

Ahnlich wie Funktionen von einer Veranderlichen konnen auch Funktionen mit
mehreren Variablen integriert werden. Wir betrachten an dieser Stelle nur reell-
wertige Funktionen f : [a1, b;] X [ag,b2] — R von zwei Variablen, die {iber eine
Rechtecksflache integriert werden sollen. Das Integral bestimmt das Volumen, das
der Graph von f(x,y) mit der x,y-Ebene einschlieBt, wobei Volumenelemente
oberhalb der Ebene positiv in das Integral eingehen, und entsprechend unterhalb
der Ebene negativ. Wir erhalten ein Doppelintegral:

b1 bo
/ f(z,y) dy dx

Abbildung 40: Das Integral fol f(;T 22 sin(y) dy dx liefert das Volumen zwischen dem
Graphen von f(x,y) = z?sin(y) und der z,y-Ebene fir 0 <z <1 und 0 <y < .

Das zweidimensionale Riemann-Integral kann ebenso wie das eindimensionale
Integral durch Ober- und Untersummen von oben bzw. unten approximiert wer-
den. Hierfiir zerlegt man den Definitionsbereich in kleinere Rechtecke und nahert
das Integral von oben und unten indem man das Produkt aus dem jeweiligen
grofften bzw. kleinsten Funktionswert mit dem Flacheninhalt multipliziert und
die entstehenden Quadervolumina aufsummiert (sieche Abbildung 41).

Die folgende Definition ist analog zur Definition 2.1.3 des Riemann-Integrals
im eindimensionalen Fall.
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Abbildung 41: Zerlegung in Quader zur Ndherung des Integrals.

Definition 5.8.1 Sei Dy = [ay,b1] X [a2,bs] und f : Dy — R eine beschrinkte
Funktion von zwei Variablen. f heifit Riemann-integrierbar auf Dy, falls es eine
Folge von Zerlegungen (Z,)nen von Dy in kleinere Rechtecke gibt, deren Feinheit
nach O konvergiert und deren Obersummen und Untersummen der zugehdrigen
Quadervolumina gegen einen gemeinsamen reellen Grenzwert (das Integral) kon-
vergieren, d.h.:

by b
lim U(Z,) = lim O(Z,) = / f(z,y) dy dx

n—00 n—00

Ahnlich wie im eindimensionalen Fall ist eine grosse Klasse von Funktionen
integrierbar, es gilt z.B. der folgende Satz:

Satz 5.8.2 Sei Dy = [a1,b1] X [ag, b2] und f: Dy — R eine stetige Funktion von
zwei Variablen. Dann ist f Riemann-integrierbar auf Dy.

Der folgende Satz von Fubini liefert eine konkretes Verfahren zur Berechnung
von zweidimensionalen Integralen iiber Rechtecksflachen. Die Berechnung kann
durch iterierte eindimensionale Integration erfolgen. Dieser Satz gilt auch allge-
mein fiir die Integration iiber n-dimensionale Quader.
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Satz 5.8.3 Sei Sei Dy = [a1,b1] X [ag,b2] und f : Dy — R eine integrierbare
Funktion von zwei Variablen. Dann gilt:

by bo by bo bo by
[ [ sy ae= [ ( ) dy)da: / ( ) dm)dy=

Insbesondere sind also die durch Integration nach x definierte Funktion

b1

fo(y)= | flz,y) dv

al
und die durch Integration nach y definierte Funktion
ba
folx)= [ f(z,y) dy

az

ebenfalls integrierbar und ihr Integral liefert das betrachtete zweidimensionale In-
tegral.

Beispiel (siehe Abbildung 40):

Lf
[

2?sin(y) dy do =

\ao\..

2 sin(y )dw _
/ 1[ # cos(y)]""T dr =

L 2 41" 2
/ 222 dr = {—x?’} = -
0 3 1, 3

Hier wurde zuerst nach y, dann nach x integriert. Die Integration im umgekehrter
Reihenfolge ist ebenso moglich und liefert das gleiche Ergebnis.

Bei mehrdimensionalen Integralen kann man nacheinan-
der nach den einzelnen Variablen integrieren (wie im ein-
dimensionalen Fall) und dabei die iibrigen Variablen als
konstant ansehen.

Ausblick: Dies ist erst der Beginn der allgemeinen Integralrechnung. Man kann
das n-dimensionale Integral {iber allgemeine Bereiche betrachten (nicht notwendig
Quader, auch unbeschréankt). Der Transformationssatz verallgemeinert die Sub-
stutionsregel auf n Variablen. Im Rahmen der Vektoranalysis werden auch vek-
torwertige Funktionen integriert. Aulerdem zeigt sich, dass das Lebesgue-Integral
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leistungsfahiger ist als das in den Grundvorlesungen in der Regel behandelte
Riemann-Integral.
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